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요약

본논문에서는흐르는물에의해빙결시뮬레이션되어방향성이있는얼음형태를안정적으로모델링할수있는새로

운방법을제시한다.제안하는얼음모델링프레임워크는빙결시뮬레이션에서중요한얼음의성장방향에점성이있는
유체의흐름을고려한다.물시뮬레이션해법은암시적비압축성유체시뮬레이션에새로운점성기법을적용한방법을
이용하고,얼음의방향과글레이즈(Glaze)효과는제안하는비등방성한빙결해법을이용한다.물입자가얼음입자로
상태변화하는조건은습도와물의흐름에따른새로운에너지함수에따라계산된다.습도는오브젝트표면의가상수막
(Virtual water film)으로근사되며,유체의흐름은얼음의성장방향을가이드하기위해우리의비등방성한빙결해법에
통합된다.결과적으로점성이있는물의흐름방향에따라글레이즈와방향성있는빙결시뮬레이션결과를안정적으로
보여준다.

Abstract

In this paper, we propose a new method to stable simulation the directional ice shape by coupling of freezing solver and viscous
water flow. The proposed ice modeling framework considers viscous fluid flow in the direction of ice growth, which is important
in freezing simulation. The water simulation solution uses the method of applying a new viscous technique to the IISPH(Implicit
incompressible SPH) simulation, and the ice direction and the glaze effect use the proposed anisotropic freezing solution. The
condition in which water particles change state to ice particles is calculated as a function of humidity and new energy with water
flow. Humidity approximates a virtual water film on the surface of the object, and fluid flow is incorporated into our anisotropic
freezing solution to guide the growth direction of ice. As a result, the results of the glaze and directional freezing simulations are
shown stably according to the flow direction of viscous water.

키워드: 빙결시뮬레이션,얼음형태,암시적비압축성유체,얼음의글레이즈,얼음의비등방성한성장방향
Keywords: Freeze simulation, Icicle shape, Implicit incompressible SPH, Glaze of ice, Anisotropic growth direction of ice

1. 서론

영화나게임등다양한가상현실(Virtual Reality, VR)콘텐츠에
서빙결현상은다양한형태로활용되고있다 : “The Day after
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Tomorrow” (2004), “The Last Airbender” (2010), “The Huntsman:
Winter’s War” (2016). 일반적인 고드름처럼 중력에 의해서 아
래방향으로만 성장하는 얼음 형태가 아닌, VR콘텐츠에서는
극한의겨울을표현하기위해대부분의장면에서얼음의형태
는물체의표면이나물또는바람과같은특정방향으로휘어

지거나비틀어진다.컴퓨터그래픽스분야에서는얼음의생성
과성장을나타내기위한연구들이많이진행되었다. Im등은
불투명한얼음의내부를표현할수있는기술을제안했고 [1],
Kharitonsky와 Gonczarowski는 물리 기반 시뮬레이션을 활용
하여고드름의생성과성장기술을제안했다 [2]. Kim등 [3]과
Gagnon과 Paquette는 [4]절차적방법을사용하여물체표면에
표현되는 글레이즈 효과와 고드름 생성 기술을 제안했다. 이
기술은천천히떨어지는물방울에의해서생성되는고드름과

글레이즈효과를표현하는데중점을두었기때문에특정장면

에서만 활용이 가능하며, 물과 얼음의 상호작용에 의해 얼음
이생성되고자라나는특징을표현하는데는어려움이있다.

(a) (b)

Figure 1: Cooling phenomenon of water with the supercooled wa-
ter.

본논문에서는물의흐름을고려하여얼음의형태를모델링

하는 물리 기반 시뮬레이션 기법을 제안한다. 우리의 방법은
Im 등의 방법과 [5] 유사하게 온도 기반 모델이 아닌, 결정화
(Crystallization)기반상태변화모델을활용한다.우리의방법
은 0도이하의온도에서는액체를유지하지만,차가운표면과
충돌할 때 빠르게 얼어 붙는 과냉각 동결(Supercooled water)
현상에서영감을얻었다 (Figure 1참조).또한,물이흐르면서
발생하는 빙결의 특성을 좀 더 정확하게 표현하기 위해 유체

흐름에따라얼음의성장방향을이방성(Anisotropic)하게모델
링한다.빙결을표현하려는이전접근법들에서는고체의표면
을 흐르면서 얼어붙는 현상을 표현하지 못하고, 물과 고체의
충돌에의해발생하는외력때문에입자의흩날리는움직임은

빙결 모델링의 안정성을 떨어뜨리며, 빙결 모델링 품질에도
영향을 미친다. 또한, 가지처럼 뻗어나가면서 얼어붙는 얼음
의 성장 방향을 계산함에 있어서 등방성 커널은 정확한 성장

방향을표현하는데한계가있다 [5].중력에의해한방울한방
울 떨어지는 물방울로는 중력에 의한 방향만을 고려한 얼음

의형태가나타나는반면,본논문에서제안하는기술은오브
젝트 또는 외력과의 충돌로 인해 물의 흐름이 동적으로 변화

함에 따라 얼음을 이방성하게 생성하거나 성장시킬 수 있다.

따라서물의흐름에따라얼음의성장을함께표현할수있다

는 장점이 있다. 뿐만 아니라 물이 급속히 얼어 붙는 현상을
표현할수있다.

2. 관련연구

본 논문에서 제안하는 방법과 유사한 얼음 및 빙결 시뮬레이

션기법들과눈시뮬레이션에관련된다양한연구들에대해서
살펴본다.

2.1 얼음및빙결시뮬레이션

물리기반시뮬레이션분야에서얼음의생성및성장과관련된
연구들은 꾸준히 발표되었다. Kim 등은 작고 얇은 물 입자의
결정화(Crystallization)를통해얼음의성장을표현함으로써평
평하거나 곡면인 부분에서 자라나는 서리(Frost) 현상을 사실
적으로표현했다 [6]. Im등 [1]과 Nishino등은 [7]얼음내부에
표현되는불투명한영역과같은얼음의세부적인특징을표현

할수있는방법을제안했다. Kim등은얼음에충격이가해졌
을때얼음표면에표현되는균열과흠집을모델링하는방법을
제안했다 [8]. Kharitonsky와 Gonczarowski는물방울의물리적
모델을 고려한 고드름의 성장을 시뮬레이션함으로써 열역학

을통한고드름의성장과형태를사실적으로표현했다 [2].

Kim 등은 기존의 접근법과는 다르게 Stefan 문제를 풀어냄
으로써고드름의성장을표현했다 [3].이방법은다수개의고
드름을동시에표현함으로써고드름이서로합쳐지는듯한형

상을사실적으로표현했지만,시뮬레이션계산양이크다는단
점이 있다. Gagnon와 Paquette는 사용자가 얼음 성장 시뮬레
이션을 쉽게 제어할 수 있는 절차적 방법을 제안했고 [4], 이
를 통해 얼음의 형태 뿐만 아니라 글레이즈 효과도 사용자가

의도하는 형태에 맞게 모델링이 가능했다. 앞에서 언급한 접
근법들과 비교했을 때, 이들의 방법은 빠르게 고드름을 생성
하지만,단일형태의고드름만표현할뿐,다수개의고드름에
서표현되는병합을표현하기에는충분하지않다. Ishikawa등
은글레이즈효과와고드름의생성방식을기반으로물방울이

중력에의해떨어지면서빙결되는시뮬레이션기법을제안했

다 [9].언급한모든방법은중력에의해물방울이아래방향으
로만천천히흐른다는전제조건하에얼음형성을모델링했기

때문에,다양한장면에서표현되는빙결형태를모델링하기에
는한계가있다.

몇몇 연구들은 흐르는 물에서 빙결을 표현하려고 노력했
다 [10]. 이 방법은 공기 방울의 확산을 기반으로 불투명한
빙결 현상을 표현했지만, 고드름이나 글레이즈 효과는 표현
할수없다. Iwasaki등은입자기반으로용해(Melting)와빙결
(Freezing) 효과를 표현할 수 있는 방법을 제안함으로써 [11],
얼음 표면에 생성되는 얼음 스파이크(Ice spikes)를 표현했지
만,대분의결과가용해에만초점이맞춰져있어서병결효과



- 3 -

Tomorrow” (2004), “The Last Airbender” (2010), “The Huntsman:
Winter’s War” (2016). 일반적인 고드름처럼 중력에 의해서 아
래방향으로만 성장하는 얼음 형태가 아닌, VR콘텐츠에서는
극한의겨울을표현하기위해대부분의장면에서얼음의형태
는물체의표면이나물또는바람과같은특정방향으로휘어

지거나비틀어진다.컴퓨터그래픽스분야에서는얼음의생성
과성장을나타내기위한연구들이많이진행되었다. Im등은
불투명한얼음의내부를표현할수있는기술을제안했고 [1],
Kharitonsky와 Gonczarowski는 물리 기반 시뮬레이션을 활용
하여고드름의생성과성장기술을제안했다 [2]. Kim등 [3]과
Gagnon과 Paquette는 [4]절차적방법을사용하여물체표면에
표현되는 글레이즈 효과와 고드름 생성 기술을 제안했다. 이
기술은천천히떨어지는물방울에의해서생성되는고드름과

글레이즈효과를표현하는데중점을두었기때문에특정장면

에서만 활용이 가능하며, 물과 얼음의 상호작용에 의해 얼음
이생성되고자라나는특징을표현하는데는어려움이있다.

(a) (b)

Figure 1: Cooling phenomenon of water with the supercooled wa-
ter.

본논문에서는물의흐름을고려하여얼음의형태를모델링

하는 물리 기반 시뮬레이션 기법을 제안한다. 우리의 방법은
Im 등의 방법과 [5] 유사하게 온도 기반 모델이 아닌, 결정화
(Crystallization)기반상태변화모델을활용한다.우리의방법
은 0도이하의온도에서는액체를유지하지만,차가운표면과
충돌할 때 빠르게 얼어 붙는 과냉각 동결(Supercooled water)
현상에서영감을얻었다 (Figure 1참조).또한,물이흐르면서
발생하는 빙결의 특성을 좀 더 정확하게 표현하기 위해 유체

흐름에따라얼음의성장방향을이방성(Anisotropic)하게모델
링한다.빙결을표현하려는이전접근법들에서는고체의표면
을 흐르면서 얼어붙는 현상을 표현하지 못하고, 물과 고체의
충돌에의해발생하는외력때문에입자의흩날리는움직임은

빙결 모델링의 안정성을 떨어뜨리며, 빙결 모델링 품질에도
영향을 미친다. 또한, 가지처럼 뻗어나가면서 얼어붙는 얼음
의 성장 방향을 계산함에 있어서 등방성 커널은 정확한 성장

방향을표현하는데한계가있다 [5].중력에의해한방울한방
울 떨어지는 물방울로는 중력에 의한 방향만을 고려한 얼음

의형태가나타나는반면,본논문에서제안하는기술은오브
젝트 또는 외력과의 충돌로 인해 물의 흐름이 동적으로 변화

함에 따라 얼음을 이방성하게 생성하거나 성장시킬 수 있다.

따라서물의흐름에따라얼음의성장을함께표현할수있다

는 장점이 있다. 뿐만 아니라 물이 급속히 얼어 붙는 현상을
표현할수있다.

2. 관련연구

본 논문에서 제안하는 방법과 유사한 얼음 및 빙결 시뮬레이

션기법들과눈시뮬레이션에관련된다양한연구들에대해서
살펴본다.

2.1 얼음및빙결시뮬레이션

물리기반시뮬레이션분야에서얼음의생성및성장과관련된
연구들은 꾸준히 발표되었다. Kim 등은 작고 얇은 물 입자의
결정화(Crystallization)를통해얼음의성장을표현함으로써평
평하거나 곡면인 부분에서 자라나는 서리(Frost) 현상을 사실
적으로표현했다 [6]. Im등 [1]과 Nishino등은 [7]얼음내부에
표현되는불투명한영역과같은얼음의세부적인특징을표현

할수있는방법을제안했다. Kim등은얼음에충격이가해졌
을때얼음표면에표현되는균열과흠집을모델링하는방법을
제안했다 [8]. Kharitonsky와 Gonczarowski는물방울의물리적
모델을 고려한 고드름의 성장을 시뮬레이션함으로써 열역학

을통한고드름의성장과형태를사실적으로표현했다 [2].

Kim 등은 기존의 접근법과는 다르게 Stefan 문제를 풀어냄
으로써고드름의성장을표현했다 [3].이방법은다수개의고
드름을동시에표현함으로써고드름이서로합쳐지는듯한형

상을사실적으로표현했지만,시뮬레이션계산양이크다는단
점이 있다. Gagnon와 Paquette는 사용자가 얼음 성장 시뮬레
이션을 쉽게 제어할 수 있는 절차적 방법을 제안했고 [4], 이
를 통해 얼음의 형태 뿐만 아니라 글레이즈 효과도 사용자가

의도하는 형태에 맞게 모델링이 가능했다. 앞에서 언급한 접
근법들과 비교했을 때, 이들의 방법은 빠르게 고드름을 생성
하지만,단일형태의고드름만표현할뿐,다수개의고드름에
서표현되는병합을표현하기에는충분하지않다. Ishikawa등
은글레이즈효과와고드름의생성방식을기반으로물방울이

중력에의해떨어지면서빙결되는시뮬레이션기법을제안했

다 [9].언급한모든방법은중력에의해물방울이아래방향으
로만천천히흐른다는전제조건하에얼음형성을모델링했기

때문에,다양한장면에서표현되는빙결형태를모델링하기에
는한계가있다.

몇몇 연구들은 흐르는 물에서 빙결을 표현하려고 노력했
다 [10]. 이 방법은 공기 방울의 확산을 기반으로 불투명한
빙결 현상을 표현했지만, 고드름이나 글레이즈 효과는 표현
할수없다. Iwasaki등은입자기반으로용해(Melting)와빙결
(Freezing) 효과를 표현할 수 있는 방법을 제안함으로써 [11],
얼음 표면에 생성되는 얼음 스파이크(Ice spikes)를 표현했지
만,대분의결과가용해에만초점이맞춰져있어서병결효과

에는적용이힘든접근법이다. Wicke등은암시적연결성(Im-
plicit connectivity)을기반으로다양한재질을시뮬레이션했으
며 [12],뿐만아니라온도전달방법을사용하여흐르는물에
서 빙결로 인해 얼음이 생성되는 결과를 만들어냈다. Makko-
nen와 Takahashi는관찰을기반으로한얼음성장이론모델을
제안했지만 [13, 14],이론을이산화하고구현하는과정에서의
알고리즘을 제안하지 않아서 직접적으로 시뮬레이션하거나

시각화를하기에는충분하지않다.

2.2 눈시뮬레이션

연속체역학을이용하여얼음뿐만아니라눈을시뮬레이션하

려는접근법들이많이발표되었으며,이러한시뮬레이션접근
법은탄소성눈모형(Elastoplastic snow models)을표현하는데
사용되었다 [15]. Stomakhin 등은 컴퓨터 그래픽스 분야에서
처음으로 MPM(Material point method)를 도입하여 눈 시뮬레
이션 기법에 활용했으며 [16], 그 뒤로 위상 변화를 처리하기
위해다양한방법으로MPM방법이확장되었다 [17, 18, 19, 20,
21].최근에 Han등은눈과머리카락사이에서표현되는마찰
접촉을MPM프레임워크에서풀어냈다 [22].

MPM 이외도 눈 역학을 시뮬레이션하는데 사용되는 다

른 이산화 기법도 있다. Wong과 Fu는 인터랙티브한 시뮬레
이션 환경에서 눈을 표현하기 위해 눈 입자와 스프링 역학

에 DEM(Discrete element method)를 적용하여 사용한 기법이
다 [23]. Mukai 등은 확장된 DEM방법을 사용하여 지붕에서
눈이 갈라지고 내리는 것을 시뮬레이션 했고 [24], Dagenais
등은 PBD(Position based dynamics)와레벨셋(Level-set)을활용
하여눈동작을시뮬레이션했다 [25]. Takahashi와 Fujishiro는
SPH(Smoothed particle hydrodynamics) 기반의 유동을 활용하
여눈의움직임을모델링했다 [26]. Abdelrazek등은빙햄점도
모델(Bingham viscosity model)을사용하여눈사태시뮬레이션
기법을제안했고 [27], Goswami등은 GPU를활용하여실시간
으로눈의움직임을표현했다 [28].

3. 제안하는프레임워크

본논문에서제안하는프레임워크는유체시뮬레이션단계와

빙결시뮬레이션단계로구성된다.유체시뮬레이션단계에서
는 암시적 비압축 유체(Implicit incompressible SPH) [29] 기반
해법에따라유체의움직임,유체-고체상호작용,표면장력및
접착력을계산한다.우리는고체메쉬의정점,에지,페이스에
각각경계입자(Boundary particle)를생성하고 [30],이를이용
하여유체와고체의상호작용을계산한다 [31].접착력과표면
장력은He등의방법을사용하였으며 [32],얼음의글레이즈와
곡선형 빙결 형태를 안정적으로 표현하기 위해 점성 기반 유

체를 모델링한다. 본 논문의 핵심 주제는 안정적으로 얼음의
생성과성장을시뮬레이션하는것이다.

실제로과냉각동결(Supercooled water)과정은본논문에서
의동기부여현상이며,이러한현상은중력에의해아래방향
으로만자라나는얼음의형태를벗어나좀더복잡한빙결형

태를쉽게모델링할수있게한다.물리적으로과냉각수는이
미 0도 미만의 온도에 있으므로 온도 변화가 아닌, 분자 간의
결정화에 의해 빙결이 진행된다. 우리가 다루고 있는 유체는
과냉각수라고가정하였으며,유체가얼음으로상태변화를하
기위한결정화단계는 Im등이제안한핵생성에너지(Nucle-
ation energy)에기초하여새롭게제안한다 [5].

3.1 암시적비압축기반유체시뮬레이션

암시적 비압축 유체(Implicit incompressible SPH, IISPH) 시뮬
레이션은 입자 기반 유체에서 발생하는 비압축 문제를 개

선하기 위한 방법 중 하나이다. IISPH는 연속 방정식(Conti-
nuity equation)의 LHS(Left hand side)은 기본적인 SPH기법의
RHS(Right hand side)와 오일러 방법의 1차 정확도를 통해 다
음과같이이산화시킬수있다 : Dρ

Dt = ρ� · v.결과적으로연속
방정식은다음과같이다시쓸수있다 (Equation 1참조).

ρi (t + ∆t) − ρi (t)
∆t

=
∑

j∈S(i)

mjvij (t + ∆t)�Wij (1)

여기서 S (i)는 i번째 입자에 해당하는 인접 입자들이며, ρi와

mi는 i번째입자의밀도와질량, vij는 i와 j번째입자의속도

차이이다 : vij = vi − vj . W는 3차스플라인보간법으로다음
과같이계산한다 (Equation 2참조).

W (q, h) = 5
14πh2




(2 − q)3 − 4 (1 − q)3
, 0 ≤ q < 1

(2 − q)3
, ≤ q < 2,

0, q ≥ 2

(2)

여기서 h는커널함수의길이이고, q는 |r|
h 로정의하며, r은다

음과같다 : r = xij .본논문에서시뮬레이션도메인의반지름
은 h에 비례하도록 kh로 계산했으며, k는 2로 설정했다. Wij

는W |r=xij로정의하고, �i는 xi에대한기울기로(i.e. ∂
∂xi

),본
논문에서는 �Wij로쓰도록한다.또한, vij와유사하게 xij는

xi − xj를의미한다. Equation 1에서 vij (t + ∆t)와 ρi (t + ∆t)
는미지수이지만,연속방정식의비압축성을만족시키기위해
다음과같은조건으로만족시키고(ρi (t + ∆t) = ρ0),향후이
수식을기반으로압력에대한방정식을도출한다.

뉴턴의제2법칙은 i번째입자의위치에서작용하는힘에의

한 압력과 비압력을 명시적으로 표현하는데 사용된다. 그렇
게하기 위해, Fi에 대한 RHS는 오일러 방법의 1차 정확도 이
용하여 계산하고 Fi = mi

Dvi

Dt , Fi는 압력과 비압력 구간으로
구분하여계산한다 (Equation 3참조).
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F p (t) + F np (t) = mi
vi (t + ∆t) − vi (t)

∆t
(3)

여기서 F p와 F np는압력과비압력에대한힘을나타낸다.위
수식을 이용하여 속도를 다음과 같이 새로 정의한다 (Equa-
tion 4참조).

vi (t + ∆t) = vi (t) +
F p

i,l (t) + F np
i,l

mi
∆t (4)

속도는다음과같이힘의압력기여도에따라두가지구성
요소로나뉜다 (Equation 5참조).

vi,l+1 =
(

vi,l +
F np

i,l

mi
∆t

)
+

F p
i,l

mi
∆t = vnp

i,l + vp
i,l+1 (5)

여기서 vnp
i,l와 vp

i,l는 각각 vnp
i,l = vi,l + F np

i,l

mi
, vp

i,l = F p
i,l

mi
∆t를

이용하여계산하고,아래첨자 l과 l + 1은시간 t와 t + ∆t에서

각각이산화된값을나타낸다. IISPH는 Chorin의 2단계프로젝
션알고리즘과유사하다 : 1)중간속도 u∗는이전시간(Previous
time-step)에서의점성및속도와관련이있으며, 2)새로운속
도는새로운시간(New time-step)에서의압력과중간속도와관
련이있다.본논문에서 vnp

i,l는 Chorin의투영법에서중간속도
u∗와 유사하며, vp

i,l+1는 Navier-Stokes 방정식의 압력에 대한
기울기에 영향을 준다. Chorin의 투영법에서 압력 수식은 새
로운시간에서의속도에대해 Divergence-free조건을적용함으
로써 얻을 수 있다. 그러나 IISPH에서의 압력 수식은 새로운
시간인 t + ∆t에서의 밀도에 대한 비압축성을 적용함으로써

얻을수있다. Equation 1에의해서밀도를압력부분과비압력
부분으로 나누고, 중간속도인 vnp

i,l로부터 중간 밀도인 ρnp
i,l를

계산할수있다 (Equation 5참조).

ρnp
i,l = ρi,l + ∆t

∑
j∈S(i)

mjvnp
ij,l�Wij (6)

Equation 6에 Equation 5를 넣으면 결과적으로 Equation 7과
같이유도된다.

ρi,l+1 = ρi,l + ∆t
∑

j∈S(i)

mjvij,l+1�Wij (7)

ρi,l+1 − ρnp
i,l = ∆t

∑
j∈S(i)

mj

(
vij,l+1 − vnp

ij,l

)
�Wij (8)

여기서 ρi,l는 ρi,l =
∑

j mjWij이고, 비압축성을 유지하려면
수치 정확도의 한계 내에서 ρi,l+1 = ρ0를 만족시켜야 한다.
또한, Equation 5와 vp

ij,l+1를이용하면위수식을좀더단순한

형태로만들수있고,이방정식을이용하여압력수식을암시
적으로표현할수있다 (Equation 8참조).

ρ0 − ρnp
i = ∆t

∑
j∈S(i)

mjvp
ij,l+1�Wij

= ∆t
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

ij,l+1

mi
∆t

)
�Wij

= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1 − F p
j,l+1

)
�Wij .

(9)

향후, 위 수식을 통해 압력을 계산한다. Eqaution 9에 Eqau-
tion 6인 ρnp

i 를 넣으면 Eqaution 9를 아래와 같이 다시 쓸 수
있다 (Eqautions 10과 11참조).

ρ0 −


ρi,l + ∆t

∑
j∈S(i)

mjvnp
ij,l�Wij




= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1

mi
−

F p
j,l+1

mi

)
�Wij

(10)

ρ0 − ρi,l − ∆t
∑

j∈S(i)

mj

(
vij,l +

(
F np

i,l

mi
−

F np
j,l

mj

)
∆t

)
�Wij

= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1

mi
−

F p
j,l+1

mj

)
�Wij

(11)
여기서 vnp

i,l = vi,l + F np
i,l

mi
∆t는 LHS를단순화하는데사용되며,

운동량이 보존되는 압력에 대한 힘은 다음과 같이 계산한다

(Equation 12).

F p
i,l+1 = −mi

∑
j∈S(i)

mj

(
pi,l+1

ρ2
i,l

+ pj,l+1

ρ2
j,l

)
�Wij (12)

그리고, F np
i,l 은다음과같이계산한다 (Equation 13참조).

F np
i,l = mi

∑
j∈S(i)

mj

∏
ij

(13)

∏
ij

= − (µi + µj) xij�Wij

ρ̄2
ij

(
x2

ij + εh̄2
ij

) vij,l, (14)

여기서 h̄ij는 다음과 같이 계산되며 : h̄ij = (hi+hj)
2 , 이 값은

커널의 반지름에 영향을 받고, ρ̄ij는 다음과 같이 계산한다 :
ρ̄ij = (ρi+ρj)

2 .

Equation 11에서 LHS의 변수 값은 알고 있으며, RHS는
Equation 12의 단순화 버전을 통해 좀 더 간략화할 수 있다
(Equation 15참조).
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∑
j∈S(i)

mjvnp
ij,l�Wij (6)

Equation 6에 Equation 5를 넣으면 결과적으로 Equation 7과
같이유도된다.

ρi,l+1 = ρi,l + ∆t
∑

j∈S(i)

mjvij,l+1�Wij (7)

ρi,l+1 − ρnp
i,l = ∆t

∑
j∈S(i)

mj

(
vij,l+1 − vnp

ij,l

)
�Wij (8)

여기서 ρi,l는 ρi,l =
∑

j mjWij이고, 비압축성을 유지하려면
수치 정확도의 한계 내에서 ρi,l+1 = ρ0를 만족시켜야 한다.
또한, Equation 5와 vp

ij,l+1를이용하면위수식을좀더단순한

형태로만들수있고,이방정식을이용하여압력수식을암시
적으로표현할수있다 (Equation 8참조).

ρ0 − ρnp
i = ∆t

∑
j∈S(i)

mjvp
ij,l+1�Wij

= ∆t
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

ij,l+1

mi
∆t

)
�Wij

= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1 − F p
j,l+1

)
�Wij .

(9)

향후, 위 수식을 통해 압력을 계산한다. Eqaution 9에 Eqau-
tion 6인 ρnp

i 를 넣으면 Eqaution 9를 아래와 같이 다시 쓸 수
있다 (Eqautions 10과 11참조).

ρ0 −


ρi,l + ∆t

∑
j∈S(i)

mjvnp
ij,l�Wij




= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1

mi
−

F p
j,l+1

mi

)
�Wij

(10)

ρ0 − ρi,l − ∆t
∑

j∈S(i)

mj

(
vij,l +

(
F np

i,l

mi
−

F np
j,l

mj

)
∆t

)
�Wij

= ∆t2
∑

j∈S(i)

mj

(
F p

i,l+1

mi
−

F p
j,l+1

mj

)
�Wij

(11)
여기서 vnp

i,l = vi,l + F np
i,l

mi
∆t는 LHS를단순화하는데사용되며,

운동량이 보존되는 압력에 대한 힘은 다음과 같이 계산한다

(Equation 12).

F p
i,l+1 = −mi

∑
j∈S(i)

mj

(
pi,l+1

ρ2
i,l

+ pj,l+1

ρ2
j,l

)
�Wij (12)

그리고, F np
i,l 은다음과같이계산한다 (Equation 13참조).

F np
i,l = mi

∑
j∈S(i)

mj

∏
ij

(13)

∏
ij

= − (µi + µj) xij�Wij

ρ̄2
ij

(
x2

ij + εh̄2
ij

) vij,l, (14)

여기서 h̄ij는 다음과 같이 계산되며 : h̄ij = (hi+hj)
2 , 이 값은

커널의 반지름에 영향을 받고, ρ̄ij는 다음과 같이 계산한다 :
ρ̄ij = (ρi+ρj)

2 .

Equation 11에서 LHS의 변수 값은 알고 있으며, RHS는
Equation 12의 단순화 버전을 통해 좀 더 간략화할 수 있다
(Equation 15참조).

∆t2 F p
i,l+1

mi
= −∆t2

∑
k∈S(i)

mk

(
pi,l+1

ρ2
i,l

+ pk,l+1

ρ2
k,l

)
�Wik

=
(

−∆t2
∑

k

mk

ρ2
i,l

�Wik

)
pi,l+1+


 ∑

k∈S(i)

−∆t2pk,l+1
mk

ρ2
k,l

�Wik




= diipi,l+1 +
∑

k∈S(i)

dikpk,l+1,

(15)

여기서 dik는 dik = −∆t2 mk

ρ2
k,l

�Wik이며, 이 수식을 비슷하

게 ∆t2 F p
j,l+1
mj
도 다시 쓸 수 있다. Equation 15를 사용함으로써

Equation 11의 RHS는 다음과 같이 쓸 수 있다 (Equation 16 참
조).

RHS =
∑

j∈S(i)

mj((diipi,l+1 +
∑

k∈S(i)

dikpk,l+1) − (djjpj,l+1

+
∑

k∈S(j)

djkpk,l+1

︸ ︷︷ ︸
∗

))�Wij

(16)

위수식에서 i번째입자에대한기여도는마지막항(symbol
∗)에서추출되며,다음과같이쓸수있다 (Equation 17참조).

∑
k∈S(j)

djkpk,l+1 =
∑

k∈S(j),k �=i

djkpk,l+1 + djipi,l+1 (17)

위수식은자코비반복법과같은수치해법으로솔루션을도

출 해야 되기 때문에, Equation 11의 RHS는 다음과 같이 다시
쓴다 (Equation 18와 19참조).

RHS =
∑

j∈S(i)

(diipi,l+1 +
∑

k∈S(i)

dikpk,l+1 − (djjpj,l+1

+ djipi,l+1 +
∑

k∈S(j),k �=i

djkpk,l+1))�Wij

=
∑

j∈S(i)

pi,l+1(dii − dji)mj�Wij

+
∑

j∈S(i)

mj(
∑

k∈S(i)

dikpk,l+1 − djjpj,l+1

−
∑

k∈S(j),k �=i

djkpk,l+1)�Wij

(18)

∴ RHS = aiipi +
∑

k∈S(i)

(
∑

k

dikpk,l+1 − djjpj,l+1

−
∑

k∈S(j),k �=i

djkpk,l+1)�Wij

(19)

여기서 aii, dii, dik는다음과같이정의된다 (Equation 20참조).

aii =
∑

j∈S(i)

(dii − dji) mj�Wij

dii = −∆t2
∑

k∈S(i)

mk

ρ2
i,l

�Wik

dik =
∑

k∈S(i)

−∆t2pk,l+1
mk

ρ2
k,l

�Wik

(20)

반복적인 수치해법으로 압력을 업데이트하기 위해서는

Equation 11의 RHS를 Equation 19로대체하여계산한다 (Equa-
tion 21참조).

pr
i = ξ

aii
(21)

ξ = ρ0 − ρnp
i −

∑
j∈S(i)

mj(
∑

k∈S(i)

dikpr
k,l+1 − djjpr−1

j,l+1−

∑
k∈S(j),k �=i

djkpr−1
k,l+1)�Wij)

(22)

여기서 위첨자 r − 1과 r은 각각 이전과 새로운 반복 값을 나

타내고, ρnp
i 는다음과같이정의된다 (Equation 23참조).

ρnp
i = ρi,l + ∆t

∑
j∈S(i)

mj

(
vij,l +

(
F np

i,l

mi
−

F np
j,l

mj

)
∆t

)
�Wij

(23)

위 수식에서 pr
i,l+1의 잔차(Residual)가 충분히 작을 때까

지 이 방정식을 반복적으로 풀어야 한다. 본 논문에서는

SOR(Successive over relaxation)방법을 사용했으며, 아래와 같
은 방법을 이용하여 반복법의 수렴률을 개선시켰다 (Equa-
tion 24참조).

pr
i = (1 − w) pr−1

i + wpr
i (24)

여기서 w는실험적으로찾은값이며,본논문에서는 0.8로설
정했다. Equation 21을기반으로계산한반복적인수치해법으
로 압력을 계산할 수 있으며, 이 값은 Equation 15에서 F p

i,l+1
를 계산하기 위해 사용된다. 또한, F np

i,l 는 Equation 13를 이용
하여계산한다.이두개의값은새로운속도를계산하기위해
Equation 3에서 사용된다. 입자의 위치인 xi는 1차 오일러 방
식을 사용하여 업데이트한다. Figure 2는 IISPH 기반의 유체
시뮬레이션 결과이며, 우리는 이 유체 해법을 빙결 시뮬레이
션과통합시켜새로운얼음성장결과를만든다.
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Figure 2: Water simulations based on IISPH.

3.2 이방성한빙결시뮬레이션

3.2.1 고체표면의가상수막

얼음성장은습식와건식성장에따라표현되며,여기서이두
가지속성은물이얼음으로변화되는상태변화속도에영향을

주는 결빙비(Freezing fraction)에 영향을 받는다. 습도가 증가
함에따라결빙비가감소하고,젖은양인습식의성장에따라
물이얼음으로빙결된다 [14].건식성장과정에서유체입자는
오브젝트와 충돌한 직후 얼음으로 변환된다. 습식 성장 과정
에는 유체 입자가 오브젝트 표면에 흐르고, 얼음이 축점됨에
따라 수막을 형성한다. 수막을 형성하는데 있어서 레벨셋을
이용한경우도있지만 [33],이러한접근법은일반적으로계산
비용이높으며입자기반시뮬레이션에는적합하지않기때문

에수막에대한시뮬레이션을표현할수없다.
본 논문에서는 고체 입자에 가상 수막을 추가하여 효율적

으로 수막을 표현한다. 가상 수막인 Γ를 생성하는 과정에서
고체 입자는 인접한 유체 입자들에 대한 가상 질량을 고려하

여, 결과적으로 유체 입자로부터 전달된 질량의 양은 결빙비
인 αice|solid를고려하여계산된다 (Equation 25참조).

Γice|solid
t = Γice|solid

t−∆t + ∆Γice|solid

∆Γice|solid = αice|solid
∑

j

mfluidηW
(

xice|solid − xfluid
)

η = 1 −
Γice|solid

t−∆t

Γmax
(25)

여기서 ∆Γice|solid는유체입자로부터얻은가상질량의양이

다. Γice|solid
t 와 Γice|solid

t−∆t 는현재와이전시간에서의가장수막

의양이며, αice|solid와mfluid는고체입자의결빙비와유체입

자의 질량이다. η는 얼음과 유체 입자의 가상 수막에 대한 비

율이다. 결과적으로 유체 표면의 수막은 유체 입자의 질량을
초과할수없으며,본논문에서 Γmax는유체입자의질량으로

설정하였다.

3.2.2 이방성한얼음의성장방향

얼음은 중력에 의해서 주로 가로보다는 세로 방향으로 빠르

게 성장한다. 일반적으로 고드름과 같은 얼음 형태는 천천히
떨어지는 물방울에 의해 생성되는데, 물방울은 특히 중력의

영향을많이받기때문에얼음표면을따라수직으로흐른다.
따라서 고드름의 수평 성장은 물방울에 남아있는 얇은 수막

으로인해발생한다.반면에물방울은접착력과표면장력으로
인해비교적오랫동안표면에접착되기때문에고드름의끝부
분은 수직 방향으로 더 길어진다. 그러나 물방울은 중력보다
강한 바람이나 외력의 영향을 더 많이 받기 때문에 고드름은

앞에서 언급한 환경적 요소를 고려한 방향을 가지고 있게 된

다.본논문에서는급속한물동결과정에서물의흐름을사용
하여 얼음의 성장 방향을 이방성하게 모델링한다. 물이 오브
젝트와 충돌하면 물의 속도는 변경되며, 유체 입자의 속도를
활용하여얼음의성장방향을계산한다 (Equation 26참조).

gvice|solid =
∑

j∈S(i)fluid vfluid
j WA(xice|solid − xj , Gj)

‖S(i)fluid‖
(26)

여기서 gvice|solid는 i번째고체와얼음입자의성장방향이며,
vj와 S(i)는 유체 입자의 속도와 인접 입자들이다. 선형 변환
G는방사형벡터 r을회전하고늘리며,결과적으로 WA는이

방성한가중치커널이다 (Equation 27참조).

WA (r, G) = σ ‖G‖ ‖Gr‖ (27)

유체 입자로부터 이방성 커널을 계산하기 위해 우선 공분

산행렬을계산하고 (Equation 28참조),주성분분석(Principal
component analysis, PCA)를수행하여유체입자들의방향(Ori-
entation)과 신축(Stretching)을 계산한다. 본 논문에서 PCA 계
산은 SVD(Singular value decomposition)을통해계산했으며,이
를이용하여계산한고유벡터와고유값은아래와같다 (Equa-
tion 29참조).

Cfluid =
∑

j Wij (xj − xi) (xj − xi)T

∑
j Wij

(28)

G = RΦRT (29)

Φ = diag
(
σ1, σ2)

(30)

여기서R은주축(Principal axes)을이용하여계산한회전행렬
이며, Φ는 고유값이 들어있는 대각 행렬이다. 이 값으로부터
이방성 행렬 G를 계산한다. 결과적으로 이방성 커널인 WA

를 활용하여 얼음의 성장 방향을 계산한다. 오브젝트 표면에
얼음이 형성되기 때문에 유체 입자가 오브젝트와 충돌 할 때

마다성장방향벡터인 gvice|solid가계산된다.

특정방향으로얼음을생성하는이전기법들과는달리제안

하는 방법으로 생성된 얼음은 gvice|solid를 이용하여 물의 흐

름방향에따라이방성하게얼음이성장한다. Figure 3은얼음
의성장방향을나타낸결과이다.이그림에서유체입자가오
브젝트와 충돌함으로써 급속한 물 동결이 진행되고, 이 과정
에서성장방항을나타내는화살표는 gvice|solid를의미한다.
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Figure 2: Water simulations based on IISPH.

3.2 이방성한빙결시뮬레이션

3.2.1 고체표면의가상수막

얼음성장은습식와건식성장에따라표현되며,여기서이두
가지속성은물이얼음으로변화되는상태변화속도에영향을

주는 결빙비(Freezing fraction)에 영향을 받는다. 습도가 증가
함에따라결빙비가감소하고,젖은양인습식의성장에따라
물이얼음으로빙결된다 [14].건식성장과정에서유체입자는
오브젝트와 충돌한 직후 얼음으로 변환된다. 습식 성장 과정
에는 유체 입자가 오브젝트 표면에 흐르고, 얼음이 축점됨에
따라 수막을 형성한다. 수막을 형성하는데 있어서 레벨셋을
이용한경우도있지만 [33],이러한접근법은일반적으로계산
비용이높으며입자기반시뮬레이션에는적합하지않기때문

에수막에대한시뮬레이션을표현할수없다.
본 논문에서는 고체 입자에 가상 수막을 추가하여 효율적

으로 수막을 표현한다. 가상 수막인 Γ를 생성하는 과정에서
고체 입자는 인접한 유체 입자들에 대한 가상 질량을 고려하

여, 결과적으로 유체 입자로부터 전달된 질량의 양은 결빙비
인 αice|solid를고려하여계산된다 (Equation 25참조).

Γice|solid
t = Γice|solid

t−∆t + ∆Γice|solid

∆Γice|solid = αice|solid
∑

j

mfluidηW
(

xice|solid − xfluid
)

η = 1 −
Γice|solid

t−∆t

Γmax
(25)

여기서 ∆Γice|solid는유체입자로부터얻은가상질량의양이

다. Γice|solid
t 와 Γice|solid

t−∆t 는현재와이전시간에서의가장수막

의양이며, αice|solid와mfluid는고체입자의결빙비와유체입

자의 질량이다. η는 얼음과 유체 입자의 가상 수막에 대한 비

율이다. 결과적으로 유체 표면의 수막은 유체 입자의 질량을
초과할수없으며,본논문에서 Γmax는유체입자의질량으로

설정하였다.

3.2.2 이방성한얼음의성장방향

얼음은 중력에 의해서 주로 가로보다는 세로 방향으로 빠르

게 성장한다. 일반적으로 고드름과 같은 얼음 형태는 천천히
떨어지는 물방울에 의해 생성되는데, 물방울은 특히 중력의

영향을많이받기때문에얼음표면을따라수직으로흐른다.
따라서 고드름의 수평 성장은 물방울에 남아있는 얇은 수막

으로인해발생한다.반면에물방울은접착력과표면장력으로
인해비교적오랫동안표면에접착되기때문에고드름의끝부
분은 수직 방향으로 더 길어진다. 그러나 물방울은 중력보다
강한 바람이나 외력의 영향을 더 많이 받기 때문에 고드름은

앞에서 언급한 환경적 요소를 고려한 방향을 가지고 있게 된

다.본논문에서는급속한물동결과정에서물의흐름을사용
하여 얼음의 성장 방향을 이방성하게 모델링한다. 물이 오브
젝트와 충돌하면 물의 속도는 변경되며, 유체 입자의 속도를
활용하여얼음의성장방향을계산한다 (Equation 26참조).

gvice|solid =
∑

j∈S(i)fluid vfluid
j WA(xice|solid − xj , Gj)

‖S(i)fluid‖
(26)

여기서 gvice|solid는 i번째고체와얼음입자의성장방향이며,
vj와 S(i)는 유체 입자의 속도와 인접 입자들이다. 선형 변환
G는방사형벡터 r을회전하고늘리며,결과적으로 WA는이

방성한가중치커널이다 (Equation 27참조).

WA (r, G) = σ ‖G‖ ‖Gr‖ (27)

유체 입자로부터 이방성 커널을 계산하기 위해 우선 공분

산행렬을계산하고 (Equation 28참조),주성분분석(Principal
component analysis, PCA)를수행하여유체입자들의방향(Ori-
entation)과 신축(Stretching)을 계산한다. 본 논문에서 PCA 계
산은 SVD(Singular value decomposition)을통해계산했으며,이
를이용하여계산한고유벡터와고유값은아래와같다 (Equa-
tion 29참조).

Cfluid =
∑

j Wij (xj − xi) (xj − xi)T

∑
j Wij

(28)

G = RΦRT (29)

Φ = diag
(
σ1, σ2)

(30)

여기서R은주축(Principal axes)을이용하여계산한회전행렬
이며, Φ는 고유값이 들어있는 대각 행렬이다. 이 값으로부터
이방성 행렬 G를 계산한다. 결과적으로 이방성 커널인 WA

를 활용하여 얼음의 성장 방향을 계산한다. 오브젝트 표면에
얼음이 형성되기 때문에 유체 입자가 오브젝트와 충돌 할 때

마다성장방향벡터인 gvice|solid가계산된다.

특정방향으로얼음을생성하는이전기법들과는달리제안

하는 방법으로 생성된 얼음은 gvice|solid를 이용하여 물의 흐

름방향에따라이방성하게얼음이성장한다. Figure 3은얼음
의성장방향을나타낸결과이다.이그림에서유체입자가오
브젝트와 충돌함으로써 급속한 물 동결이 진행되고, 이 과정
에서성장방항을나타내는화살표는 gvice|solid를의미한다.

Frame 34 Frame 66 Frame 81

Figure 3: Growth direction vector with anisotropic kernel (blue ar-
row : gvice|solid, red particle : ice particle).

3.2.3 상태변화

본 논문에서는 gvice|solid를 기반으로 유체 입자가 얼음 입자

로 상태변화하는데 영향을 주는 동결 계수를 계산할 수 있는

방법을제안한다.만약에고체입자주변에존재하는유체입
자가같은동결계수를가지고있다면,얼음은같은방향으로
동일하게성장하기때문에오직얼음의글레이즈효과만표현

될것이다.우리는물의흐름에따라동결효과를제어하고싶
기때문에,이에해당하는동결계수를다음과같이계산한다
(Equation 31참조).

fr = ĝvice|solid · x̂isf (31)

여기서 fr은 유체 입자의 동결 계수이며, xisf는 다음과 같다

: xisf = xice|solid − xfluid. 위 수식에서 각 벡터는 정규벡터
임(x̂isf )을유의해야한다. Equation 31은각유체입자의동결
계수가 gvice|solid와 xisf사이의각도에의해결정된다는것을

보여준다. 이 각도가 90도를 초과하면 fr은 음수가 되며, fr

값이 음수인 영역에서는 얼음이 자라나지 않는다. 본 논문에
서는 습도가 높고 fr값이 둔각을 갖는 지역에서 얼음이 자라

나도록 fr의범위를 [0, 1]로조정하기위해 fr을다음과같이

스케일링한다 : fr = fr+1
2 .

유체를 얼음으로 변경하려면 핵 생성 과정이 필요하며, 이
핵 생성 에너지는 온도, 습도 및 기타 요인의 영향을 받는 분
자간의 힘이 강해질 때 발생한다. 본 논문에서는 핵 생성 에
너지를 통해 분자간의 힘을 모델링한다. 우리의 목표 모델이
과냉각수(Supercoolded water)이기때문에오브젝트의수온은
이미 0도미만이라고가정하고시뮬레이션을한다.오브젝트
가 젖으면 오브젝트 표면에 수막이 나타나기 때문에 습도는

3.2.1장에서 설명한 가상 수막에 의해 근사된다. 결과적으로
본 논문에서 제안하는 이방성한 핵 생성 에너지는 다음과 같

이계산한다 (Equation 32참조).

ce
(

xice|solid
i , xfluid

j

)
= ΓifrWA(xi − xj , Gj) (32)

여기서 ce
(

xice
i , xfluid

j

)
와 ce

(
xsolid

i , xfluid
j

)
는 각각 유체와

얼음입자에대한핵생성에너지를의미하며, Γi는가상수막

을나타낸다.실제로얼음성장을위한핵생성에너지는주변
환경에 따라 다르게 나타나기 때문에 본 논문에서는 유체와

얼음입자에대한핵생성에너지를독립적으로계산한다.또
한,글레이즈와고드름임계값(Icicle threshold)을사용하여핵
생성에너지를조절함으로써얼음의글레이즈와고드름을개

별적으로표현할수있다.

Frame 1 Frame 23 Frame 45 Frame 71

Figure 4: Simulation results of changing state from fluid to ice par-
ticles (red particle : ice particle).

고체 입자와 접촉하는 유체 입자의 ce가 글레이즈 임계값

(Glaze threshold)인 gzth를 초과하면 오브젝트 표면에 생성되

는 글레이즈를 표현하기 위한 얼음 입자로 변환된다. 마찬가
지로,얼음입자와접촉하는물입자의 ce가고드름임계값인

icth를초과하면얼음입자로변환된다. Figure 4는유체가얼음
입자로상태변화하는결과이다.그림에서보듯이유체입자가
고체와 충돌됨에 따라 급속 빙결이 진행되며, 앞에서 설명한
알고리즘에따라얼음입자로변경되는결과를보여준다.

3.2.4 빙결 형태의 품질 개선을 위한 유체의 표면장력, 공기
압력,점성추가

얼음의형태를모델링하는데있어중요한점은유체의움직이

며,유체의움직임이비사실적이거나불안정하게되면결과적
으로 빙결 시뮬레이션의 품질을 저하시키는 원인이 된다. 우
리는 Im등이 [5]제안한것처럼유체의움직임에표면장력을
추가하여빙결시뮬레이션과정에서유체입자가서로뭉치는

효과를표현했다.

유체의표면장력과공기압력 : Im등은 [5] Akinci등의 [34]
표면장력을 사용했지만 수치적으로 불안정하게 수렴하는 문

제가 나타났으며, 본 논문에서는 얼음 입자가 뭉치면서 빙결
되는 형태를 좀 더 잘 표현하고 안정적으로 수렴하는 결과를

얻기 위해 He등의 방법을 [32] 활용하여 유체 솔버를개선한
다 (Equation 34참조).

c (x) =
∑

j

mj
1
ρj

W (x − xj , h) (33)

�ic =
∑

j Vjcj�iW (xij , h)∑
j VjW (xij , h) (34)

여기서 Vj는 j번째유체입자의볼륨이며, xij는입자 i와 j
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사이의 거리이다. 표면장력인 F s
i를 계산하는 과정에서 운동

량 보존을 보장하기 위해 두 표면장력 에너지 밀도의 평균을
계산하고,이항을표면장력공식에사용한다 (Equation 35참
조).

F s
i = κ

4
∑

j

ViVj

(
|�ci|2 + |�cj |2

)
�iW (xij , h) (35)

여기서 κ는제곱된기울기에너지계수(Squared gradient energy
coefficient)이며 [35, 32],본논문에서는 0.02로설정했다.
본논문에서는표면에따라유체가흐르면서빙결되는효과

를개선하기위해유체입자들에대해서공기압력힘(Air pres-
sure force)인 F a

i 를추가한다 [32] (Equation 36참조).

F a
i = Vipatm

∑
j

Vj�iW (xij , h) (36)

여기서 patm는유체입자의공기압력(Air pressure)이며,본논
문에서는 5000으로 설정했다. 우리가 사용한 표면장력 힘은
앞에서정의한두가지힘을모두사용한다 : F s+a

i = F s
i + F a

i .

(a) Akinci et al. [34] (b) He et al. [32]

Figure 5: Comparison results of surface tension (inset image :
zoom-in).

Figure 5는 Im 등이 [5] 제안한 방법에서 사용한 표면장력
과우리가사용한표면장력의결과를비교한그림이다.본논
문에서 새로운 표면장력 기법을 제안한 것은 아니지만, 최신
연구인 Im등이 [5]사용한표면장력은불안정한결과를만들
어낼수있기에이부분을개선한것이다.본논문에서사용한
IISPH해법내에서표면장력은 IISPH에서압력을계산하기위
한반복법(Iterative solver)내에서계산되며,이힘은향후입자
의위치를업데이트하는적분과정에서활용된다.
유체의 점성 : Im 등은 [5] Akinci의 표면장력만을 [34] 사

용하여 유체가 흐르면서 빙결될 때 표현되는 곡선형 얼음의

형태를 표현했다. 하지만, 이러한 접근법은 유체의 움직임에
따른 빙결 형태를 모델링하기에 충분하지 않다. 오브젝트와
충돌하는 유체 입자의 속도가 매우 느리다면 오브젝트의 표

면에따라흡착하면서흘러내리기때문에얼음의글레이즈나

곡선 형태의 얼음 모델링이 가능하지만, 유체 입자의 속도가
조금이라도빨라지면불안정해지기때문에사실상빙결형태

를모델링하기어려워진다.

Frame 10 Frame 32 Frame 51

Figure 6: Simulation of freezing water using Im et al. [5] (particle
: fluid particle, mesh : ice surface).

Figure 6은 Im 등의 [5] 방법을 사용하여 만든 결과이며, 그
림에서 보듯이 입자의 속도가 조금만 빨라져도 유체의 접착

력이나 표면장력이 제대로 표현되지 않고, 오히려 스플래쉬
와같이흩날리는움직임으로표현되고이러한움직임은빙결

형태에도영향을끼친다.이러한시뮬레이션불안정성을줄이
고 빙결 형태의 품질을 향상시키기 위해 본 논문에서는 표면

장력에 의한 접착력과 응집력 뿐만 아니라 점성인 F vf
i∈fluid와

F vs
i∈solid를추가한다 (Equations 37과 40참조).

F vf
i∈fluid =

∑
j

mj
β0uijβ1

ρavg
ij

�iW (xij , h) (37)

uij = h (vij · xij)
‖xij‖2

h2 (38)

ρavg
ij = ρi + ρj

2
(39)

여기서 β0와 β1는 각각 체적 점성계수(Bulk viscosity), 음파
(Sound wave)를의미하며,본논문에서는 0.1과 10으로설정하
였다.위수식은유체입자에만해당되는점성효과이기때문
에물의흐름을끈적하게만들어낼수있다.이런점성효과는
유체의 표면장력이나 접착력을 더욱더 잘 표현될 수 있도록

도와주기 때문에 (Figure 7 참조), 유체 흐름에 따른 빙결효과
를더욱더잘표현한다.그림에서도보듯이유체가오른쪽벽
면에강하게충돌했음에도불구하고단순하게표면장력만사
용한결과보다점성과표면장력이안정적으로잘표현되었다

((Figures 7c와 7d참조).

F vs
i∈solid로 인해 유체의 점성 효과는 표현되지만 얼음의 글

레이즈효과나곡선형태의빙결을모델링하기에는충분하지

않다.그이유는유체입자가고체표면과충돌할때는스플래
쉬처럼흩날리는게아닌표면에따라끈적이게붙으면서흘러

내리는듯한움직임이나타나야한다.이현상은물리적인측
면에서도물이가지고있는온도가차가운고체에닿았을때,
그열을차가운고체에흡수되면서결과적으로물이고체표면
에 붙으면서 흘러내리는 듯한 움직임이 나타난다. Figure 7에
서보듯이유체가벽면에충돌되고난뒤점성에의해유체가

끈적이면서 뭉치는 효과는 잘 표현되지만, 충돌체인 벽면에
끈적이면서 흘러내리는 듯한 움직임은 표현되지 않는다. 이
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사이의 거리이다. 표면장력인 F s
i를 계산하는 과정에서 운동

량 보존을 보장하기 위해 두 표면장력 에너지 밀도의 평균을
계산하고,이항을표면장력공식에사용한다 (Equation 35참
조).

F s
i = κ

4
∑

j

ViVj

(
|�ci|2 + |�cj |2

)
�iW (xij , h) (35)

여기서 κ는제곱된기울기에너지계수(Squared gradient energy
coefficient)이며 [35, 32],본논문에서는 0.02로설정했다.
본논문에서는표면에따라유체가흐르면서빙결되는효과

를개선하기위해유체입자들에대해서공기압력힘(Air pres-
sure force)인 F a

i 를추가한다 [32] (Equation 36참조).

F a
i = Vipatm

∑
j

Vj�iW (xij , h) (36)

여기서 patm는유체입자의공기압력(Air pressure)이며,본논
문에서는 5000으로 설정했다. 우리가 사용한 표면장력 힘은
앞에서정의한두가지힘을모두사용한다 : F s+a

i = F s
i + F a

i .

(a) Akinci et al. [34] (b) He et al. [32]

Figure 5: Comparison results of surface tension (inset image :
zoom-in).

Figure 5는 Im 등이 [5] 제안한 방법에서 사용한 표면장력
과우리가사용한표면장력의결과를비교한그림이다.본논
문에서 새로운 표면장력 기법을 제안한 것은 아니지만, 최신
연구인 Im등이 [5]사용한표면장력은불안정한결과를만들
어낼수있기에이부분을개선한것이다.본논문에서사용한
IISPH해법내에서표면장력은 IISPH에서압력을계산하기위
한반복법(Iterative solver)내에서계산되며,이힘은향후입자
의위치를업데이트하는적분과정에서활용된다.
유체의 점성 : Im 등은 [5] Akinci의 표면장력만을 [34] 사

용하여 유체가 흐르면서 빙결될 때 표현되는 곡선형 얼음의

형태를 표현했다. 하지만, 이러한 접근법은 유체의 움직임에
따른 빙결 형태를 모델링하기에 충분하지 않다. 오브젝트와
충돌하는 유체 입자의 속도가 매우 느리다면 오브젝트의 표

면에따라흡착하면서흘러내리기때문에얼음의글레이즈나

곡선 형태의 얼음 모델링이 가능하지만, 유체 입자의 속도가
조금이라도빨라지면불안정해지기때문에사실상빙결형태

를모델링하기어려워진다.

Frame 10 Frame 32 Frame 51

Figure 6: Simulation of freezing water using Im et al. [5] (particle
: fluid particle, mesh : ice surface).

Figure 6은 Im 등의 [5] 방법을 사용하여 만든 결과이며, 그
림에서 보듯이 입자의 속도가 조금만 빨라져도 유체의 접착

력이나 표면장력이 제대로 표현되지 않고, 오히려 스플래쉬
와같이흩날리는움직임으로표현되고이러한움직임은빙결

형태에도영향을끼친다.이러한시뮬레이션불안정성을줄이
고 빙결 형태의 품질을 향상시키기 위해 본 논문에서는 표면

장력에 의한 접착력과 응집력 뿐만 아니라 점성인 F vf
i∈fluid와

F vs
i∈solid를추가한다 (Equations 37과 40참조).

F vf
i∈fluid =

∑
j

mj
β0uijβ1

ρavg
ij

�iW (xij , h) (37)

uij = h (vij · xij)
‖xij‖2

h2 (38)

ρavg
ij = ρi + ρj

2
(39)

여기서 β0와 β1는 각각 체적 점성계수(Bulk viscosity), 음파
(Sound wave)를의미하며,본논문에서는 0.1과 10으로설정하
였다.위수식은유체입자에만해당되는점성효과이기때문
에물의흐름을끈적하게만들어낼수있다.이런점성효과는
유체의 표면장력이나 접착력을 더욱더 잘 표현될 수 있도록

도와주기 때문에 (Figure 7 참조), 유체 흐름에 따른 빙결효과
를더욱더잘표현한다.그림에서도보듯이유체가오른쪽벽
면에강하게충돌했음에도불구하고단순하게표면장력만사
용한결과보다점성과표면장력이안정적으로잘표현되었다

((Figures 7c와 7d참조).

F vs
i∈solid로 인해 유체의 점성 효과는 표현되지만 얼음의 글

레이즈효과나곡선형태의빙결을모델링하기에는충분하지

않다.그이유는유체입자가고체표면과충돌할때는스플래
쉬처럼흩날리는게아닌표면에따라끈적이게붙으면서흘러

내리는듯한움직임이나타나야한다.이현상은물리적인측
면에서도물이가지고있는온도가차가운고체에닿았을때,
그열을차가운고체에흡수되면서결과적으로물이고체표면
에 붙으면서 흘러내리는 듯한 움직임이 나타난다. Figure 7에
서보듯이유체가벽면에충돌되고난뒤점성에의해유체가

끈적이면서 뭉치는 효과는 잘 표현되지만, 충돌체인 벽면에
끈적이면서 흘러내리는 듯한 움직임은 표현되지 않는다. 이

(a) Only IISPH fluids (b) W/ surface tension using He et al.

(d) W/ surface tension+high viscosity(c) W/ surface tension+low viscosity

Figure 7: Comparison results of viscosoty force F vs
i∈solid.

문제를 해결하기 위해 본 논문에서는 경계 입자를 기반으로

경계 부근에서 추가적인 점성 효과가 표현되도록 F vs
i∈solid를

계산한다 (Equation 40참조).

F vs
i∈solid =

∑
j

Ψj
uijβ1

ρavg
ij

�iW (xij , h) (40)

여기서 Ψj는 Akinci 등이 [30] 제안한 경계 입자의 볼륨이며,
좀 더 자세한 볼륨의 계산은 Akinci 등의 연구를 참조해보길
추천한다.

(a) Viscous fluids with only F vf

(b) Viscous fluids with F vf and F vs

Figure 8: Comparison results of viscosity forces F vs
i∈solid and

F vs
i∈solid.

Figure 8은 경계 부근에서의 점성 효과를 보기위해 F vf와

F vs를 비교한 결과이다. 유체의 체적 볼륨만 적용한 결과인

Figure 8a에 비해 Figure 8b는 벽면이나 Armadillo모델 표면에
유체가끈적이게흘러내리는결과를더욱더잘보여준다.이
러한 특징은 빙결 형태를 더욱더 사실적으로 표현할 수 있게

도와준다. 유체가 고체와 충돌되어 빙결되는 시점에서 유체
입자가 흩날리게 되면 얼음 형태라기 보다는 노이즈와 같은

얼음표면이생성될가능성이높지만 (Figure 6의 Frame 51참
조), 경계 부근에서 발생하는 점성으로 인해 고체 표면에 흘
러가는 유체의 입자는 얼음의 글레이즈 효과나 곡선 형태의

빙결을안정적으로잘표현할수있다.

3.2.5 얼음입자의표면복원

얼음의표면을복원하는단계에서는이방성한얼음성장의방

향을계산할때사용한 SVD값을활용한다.본논문에서는 Yu
등이제안한알고리즘에 SVD의이방성특성을재사용해얼음
의표면을디테일하게재구성하였으며 [36],얼음입자의레벨
셋은다음과같이계산한다 (Equation 41참조).

φ (x) = min
i

(∥∥Dice
i (xi − x)

∥∥)
(41)

여기서 Dice
i 는 얼음 입자 i에 대한 변환행렬을 나타내며, 그

속성을아래와같다 (Equation 42참조).

Dice
i = 1

ks




eT
1

eT
2

eT
3




T 


σ1

σ2

σ3




−1 


eT
1

eT
2

eT
3


 (42)

여기서 ks는스케일링상수이며,변화가가장큰신축(Stretch-
ing)을보존하기위해 σn를일정범위내로제한하였다.좀더
자세한 설명은 Yu 등의 연구를 참조해보길 추천한다 [36]. 본
논문에서는 GPU기반마칭큐브(Marching Cubes)알고리즘을
이용하였으며 [37], 얼음 표면이 잘 표현이 되도록 최소 신축
값을격자너비의절반보다크게설정하였다.

4. 구현

본 논문은 다음과 같은 환경에서 구현되었다 : 인텔 i7-7700k
4.20GHz CPU, 32GB RAM, NVIDIA GeForce GTX 1080Ti 그
래픽카드. IISPH기반유체해법을기반액체(Underlying water)
시뮬레이션으로사용했으며 [29], GPU환경에서구현되었다.
얼음 표면 재복원을 위해 격자를 추가적으로 사용하였으며,
유체와고체의충돌처리를위해 Akinci등이제안한경계입자
(Boundary particle)기법을사용하였다 [30].마칭큐브알고리
즘은 200×200×200의격자해상도를이용하여얼음표면을재
구성하는데사용했다.본논문에서제안하는빙결시뮬레이션
알고리즘의의사코드는다음과같다 (Algorithm 1참조).
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Algorithm 1 Pseudo-Code of Our Algorithm
for each frame do

// Base water solver
Advect 3D water partices using IISPH // Section 3.1
Compute the interaction of water & solids
// Freezing water solver
Viscosity force // Section 3.2.4
Surface tension and air pressure forces // Section 3.2.4
Virtual water film // Section 3.2.1
Anisotropic direction for growthing // Section 3.2.2
Phase transition from water to ice // Section 3.2.3
Ice surface reconstruction // Section 3.2.5

end for

5. 결과

본 논문에서 제안하는 기법을 여러 방면으로 분석하기 위해

다양한시나리오에서비교해봤다.

Init state
Im et al.

(a)

Im et al.

(b)

Figure 9: Freezing water simulations on the Stanford Bunny with
our method (inset image : Im et al. [5], particle : fluid particle, mesh
: ice surface).

Figure 9는 구형 액체를 Stanford Bunny모델에 떨어뜨리는
장면으로 급속 빙결되는 결과를 보여주고 있다. 이 장면에서
유체를 표현하기 위해 타입 스텝을 0.006으로 설정하고, 약 5
만개의 유체 입자를 사용하였다. 구형 액체가 오브젝트와 충
돌하는순간 Im등의방법은 [5]스플래쉬처럼흩날리게되어
고체 표면에 생성되어야 하는 가상 수막이 제대로 계산되지

못하고, 결과적으로 얼음 표면을 표현하지 못하는 결과로 이
어지게 된다 (Figure 9a의 inset image 참조). 반면에 제안하는
방법은 같은 프레임에서도 고체 표면에 생성되는 얼음의 글

레이즈효과같은빙결형태를잘표현했다.이후프레임에서
도 우리의 기법은 글레이즈와 고체 표면에 따라 곡선형태로

빙결되는얼음의형태를잘표현했다. Im등의방법에서도 [5]
얼음은표현되지만,흩날리는유체의움직임때문에오브젝트
표면을흐르면서얼어붙는형태보다는노이즈형태로빙결되

는결과를보였다 (Figure 9b참조).
Figure 10은경계부근에서생성되는빙결형태의품질과움
직임에 대한 비교를 보여주는 결과이다. Im 등의 방법은 [5]
경계부근에서도유체입자들의불안정한움직임때문에빙결
형태가 제대로 표현되지 않는 반면 (Figure 10a 참조), 제안하

(a) Im et al. [5] (b) Our method

Figure 10: Quality comparison at the boundary region between (a)
Im et al. [5] and (b) our method (red rectangle : boundary region,
particle : fluid particle, mesh : ice surface).

는 기법은 급속 빙결시 표현되는 얼음의 얇은 막(Thin sheets)
도 잘 생성했으며 경계 부근에서도 안정적으로 빙결 형태를
잘표현했다 (Figure 10b참조).

Figure 11은 구형 액체를 Armadillo모델에 떨어뜨리는 장면
으로급속빙결되는결과를보여주고있다.중력에의해아래
방향으로빙결되는과정에서유체의움직임에영향을받아서

지그재그 형태로 빙결되는 결과를 잘 보여준다. Armadillo모
델의상단에서는얼음의글레이즈효과가표현된반면, Frame
72에서는고드름처럼얇은형태로얼음이생성되는결과를보
여준다. 이방성한 얼음의 성장 방향인 gv로 인해 빙결 형태
가방향성있게퍼지는결과를얻을수있었다 (Figure 11의 red
rectangle참조).

Frame 23 Frame 47 Frame 72

Figure 11: Freezing water simulations on the Armadillo with our
method (mesh : ice surface, red rectangle : anisotropic surfaces of
freezing water).

Figure 12는앞에서보여준결과와마찬가지로액체를떨어
뜨리는장면에서급속빙결되는결과를보여준다. Im등의방
법에서 [5]보여지듯이불안정하게생성되는빙결모델링과는
다르게, 제안하는 기법은 얼음의 글레이즈와 유체의 흐름에
따라 곡선형태로 빙결되는 얼음 표면을 사실적으로 잘 표현

했다.

앞에서보여준결과들에서도알수있듯이제안하는기법은

빙결시뮬레이션을안정적이고사실적으로잘표현했고,최신
빙결기법인 Im등의방법보다 [5]안정성및품질면에서도나
은결과를보여주었다.
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Algorithm 1 Pseudo-Code of Our Algorithm
for each frame do

// Base water solver
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레이즈효과같은빙결형태를잘표현했다.이후프레임에서
도 우리의 기법은 글레이즈와 고체 표면에 따라 곡선형태로

빙결되는얼음의형태를잘표현했다. Im등의방법에서도 [5]
얼음은표현되지만,흩날리는유체의움직임때문에오브젝트
표면을흐르면서얼어붙는형태보다는노이즈형태로빙결되

는결과를보였다 (Figure 9b참조).
Figure 10은경계부근에서생성되는빙결형태의품질과움
직임에 대한 비교를 보여주는 결과이다. Im 등의 방법은 [5]
경계부근에서도유체입자들의불안정한움직임때문에빙결
형태가 제대로 표현되지 않는 반면 (Figure 10a 참조), 제안하

(a) Im et al. [5] (b) Our method

Figure 10: Quality comparison at the boundary region between (a)
Im et al. [5] and (b) our method (red rectangle : boundary region,
particle : fluid particle, mesh : ice surface).

는 기법은 급속 빙결시 표현되는 얼음의 얇은 막(Thin sheets)
도 잘 생성했으며 경계 부근에서도 안정적으로 빙결 형태를
잘표현했다 (Figure 10b참조).

Figure 11은 구형 액체를 Armadillo모델에 떨어뜨리는 장면
으로급속빙결되는결과를보여주고있다.중력에의해아래
방향으로빙결되는과정에서유체의움직임에영향을받아서

지그재그 형태로 빙결되는 결과를 잘 보여준다. Armadillo모
델의상단에서는얼음의글레이즈효과가표현된반면, Frame
72에서는고드름처럼얇은형태로얼음이생성되는결과를보
여준다. 이방성한 얼음의 성장 방향인 gv로 인해 빙결 형태
가방향성있게퍼지는결과를얻을수있었다 (Figure 11의 red
rectangle참조).

Frame 23 Frame 47 Frame 72

Figure 11: Freezing water simulations on the Armadillo with our
method (mesh : ice surface, red rectangle : anisotropic surfaces of
freezing water).

Figure 12는앞에서보여준결과와마찬가지로액체를떨어
뜨리는장면에서급속빙결되는결과를보여준다. Im등의방
법에서 [5]보여지듯이불안정하게생성되는빙결모델링과는
다르게, 제안하는 기법은 얼음의 글레이즈와 유체의 흐름에
따라 곡선형태로 빙결되는 얼음 표면을 사실적으로 잘 표현

했다.

앞에서보여준결과들에서도알수있듯이제안하는기법은

빙결시뮬레이션을안정적이고사실적으로잘표현했고,최신
빙결기법인 Im등의방법보다 [5]안정성및품질면에서도나
은결과를보여주었다.

Figure 12: Freezing water simulations on the Utah Teapot with our
method (particle : fluid particle, mesh : ice surface, inset image :
Im et al. [5]).

6. 결론및향후연구

본 논문에서는 얼음의 디테일한 특징 중 하나인 급속 빙결시

표현되는얼음의표면을안정적이고사실적으로표현하기위

한 프레임워크를 설명했다. 유체의 흐름에 따라 방향성 있게
얼음을성장시키기위해이방성기반으로얼음의성장방향을

계산했고, 얼음의 글레이즈와 곡선형 빙결 형태를 더욱더 잘
표현하기 위해 유체의 움직임에 표면장력, 공기압력, 점성을
추가하여 빙결 모델링의 안정성을 개선시켰다. 제안된 방법
은 특정 장면에서만 급속 빙결을 표현했던 기존의 기법과는

달리, 다양한 장면에서 모두 안정적으로 개선된 빙결 결과를
보여주었다. 뿐만 아니라, 빠른 유속에서 스플래쉬처럼 흩날
려버리는 유체 입자는 얼음 모델링에도 영향을 주어 빙결을

표현하는데 있서 안정성 문제를 야기시켰지만 (Figure 12 참
조),동일한프레임에서도우리의방법은훨씬나은결과를보
여주었다.

향후,유체입자를이용하지않고주변공기또는바람의흐
름만을이용하여빙결시뮬레이션을효율적으로표현할수있

는방법에대해연구할계획이다.디테일한곡선형얼음표면
을 표현하는데 있어서 유체의 흐름은 중요한 요소지만, 계산
양이크기때문에이를효율적으로처리할수있는방법에대

해서연구할계획이다.또한,차가운오브젝트에물이나얼음
이붙어서표현되는글레이즈모델을물리기반현상인열전달

기반으로표현할수있는방법에대해서도연구할것이다.
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