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요약

점진적광자매핑방식은복잡한전역조명효과를효율적으로렌더링할수있다.그러나샘플이유한한경우,반경축소비율
변수에의해분산과편향값이크게영향받는다.유한한샘플을사용한렌더링결과의픽셀오류및기울기를추정하여추정
된기울기를 기반으로반경축소비율을 결정하는최적의매개변수를학습할수있다면,렌더링된이미지의오류를줄일수
있을것이다.본논문에서는점진적광자매핑방식을통한렌더링과매개변수학습이동시에될수있도록기울기를추정하고
추정된 기울기를 유한 차분법을 통해 계산된 기울기와 비교하여 검증한다. 본 논문에서 추정된 기울기는 향후 점진적 광자
매핑방식의렌더링과매개변수추정을동시에수행하는온라인학습알고리즘에적용될수있을것으로기대된다.

Abstract

Progressive photon mapping is a widely adopted rendering technique that conducts a kernel-density estimation on photons pro-
gressively generated from lights. Its hyperparameter, which controls the reduction rate of the density estimation, highly affects the
quality of its rendering image due to the bias-variance tradeoff of pixel estimates in photon-mapped results. We can minimize the
errors of rendered pixel estimates in progressive photon mapping by estimating the optimal parameters based on gradient-based
optimization techniques. To this end, we derived the gradients of pixel estimates with respect to the parameters when perform-
ing progressive photon mapping and compared our estimated gradients with finite differences to verify estimated gradients. The
gradient estimated in this paper can be applied in an online learning algorithm that simultaneously performs progressive photon
mapping and parameter optimization in future work.

키워드: 렌더링,물리기반렌더링,점진적광자매핑,온라인학습
Keywords: rendering, physically-based rendering, progressive photon mapping, online learning

1 서론

컴퓨터그래픽스분야에서실사이미지를렌더링하기위해물리

기반 렌더링 방식이 주로 사용되고 있다. 특히, 경로추적법(path
tracing)및양방향경로추적법(bidirectional path tracing) [1]은렌
더링 방정식 [2]의 적분값을 몬테카를로 방식으로 추정하는 대
표적인비편향알고리즘이다.이러한방식은비편향방식이지만
몬테카를로샘플수가유한할때몬테카를로분산(잡음)의영향
으로 렌더링 품질이 저하되고, 잡음이 없는 이미지로 수렴하는

데많은시간(비용)이소요된다.특히,커스틱(caustics)과같은복
잡한 물리 효과를 포함하는 장면을 렌더링할 때 이러한 문제가

더욱심화된다.

광자매핑(photon mapping) [3]은가상의카메라와광원으로부
터광선을추적하여빛의물리현상을시뮬레이션하는방식으로,
광원에서 나오는 광자들의 정보를 광자 맵(photon map)에 저장
하고 카메라로부터 광선을 추적하여 적중점(hit point)을 기준으
로일정반경안의광자들에대한커널밀도를추정하여픽셀값을
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계산하는 방식이다. 광자 매핑 방식은 편향된 방식이지만, 샘플
수가무한할때참값으로수렴하는것을이론적으로보장할뿐만

아니라 커스틱과 같은 전역 조명 효과를 비편향 렌더링 방식보

다효율적으로렌더링할수있어컴퓨터그래픽스분야에서널리

사용되고있다.
하지만, 기존 광자 매핑 방식은 메모리의 물리적 한계로 인해

저장되는 광자의 수가 제한되어 실질적으로는 참값으로 수렴할

수없는문제가있다.이를해결하기위해점진적광자매핑(pro-
gressive photon mapping) [4]방식이제안되었고,이방식은모든
광자를 광자 맵에 저장하지 않고 일정한 수의 광자를 반복해서

추적하며누적된플럭스(flux)값을저장하여많은메모리가필요
하지않다.또한,반복마다누적된플럭스값에일정한가중치를
곱하며누적하여반복횟수가증가함에따라참값으로수렴하도

록한다.
점진적 광자 매핑 방식에서 매 반복마다 누적된 플럭스 값에

곱해지는 가중치는 반경 조절 매개변수에 의해 결정되고, 반경
조절 매개변수의 최적값은 2/3로 제시되었다 [5]. 하지만, 기존
에알려진최적값은점진적광자매핑방식으로추정된이미지의

점근적 오류를 기반으로 도출된 값으로 샘플 수가 무한으로 수

렴한다는가정하에분석된오류를기반으로한다.본논문에서는
향후 경사하강법 등 기울기 기반 최적화 기법을 통해 픽셀 오류

추정을기반으로최적의매개변수를학습하여샘플이유한할때

픽셀 오류를 최소화 할 수 있도록, 점진적 광자 매핑 알고리즘
내에서매개변수의기울기를추정하고추정된기울기가유한차

분법을통해계산된기울기와유사함을보인다.추정된기울기는
향후 연구에서 기울기 기반 점진적 광자 매핑 최적화에 활용될

수있다.

2 관련연구

광자 매핑 방식은 이미지 전역의 광자들을 저장하고 커널 밀도

추정을통해픽셀값을추론하는전역조명렌더링알고리즘으로

반사-확산-반사(specular-diffuse-specular)표면등경로추적법을
통해렌더링하기어려운물리현상을보다효율적으로시뮬레이

션할수있어이를기반으로많은연구가되어왔다.이장에서는
몬테카를로렌더링분야에서제안된다양한광자매핑방식에대

해간략하게소개한다.
점진적광자매핑방식 [4]은기존광자매핑방식 [3]의메모리

문제를해결하기위해소량의광자를반복적으로방출하여방사

휘도를 계산함으로써 메모리 문제를 해결하였다. 이 방식을 볼
륨및광범위한렌더링시나리오에적용하기위해광자빔(beam)
을사용한방식 [6]과분산광선추적법(distributed ray tracing)과
결합된 방식 [7]으로 확장되었다. 특히, 광자 매핑 방식은 광택
이 있는 표면에서 높은 분산 값을 가지는데 이를 해결하기 위해

양방향경로추적법과점진적광자매핑방식을결합한렌더링기

술 [8, 9]들이제안되었다.
점진적 광자 매핑 방식은 광자의 커널 밀도 함수 추정을 통해

픽셀값을추론하는알고리즘으로커널밀도함수의대역폭에따

라 분산과 편향을 조정할 수 있다. Hachisuka 외 [10]는 점진적
광자매핑방식에서커널의분산과편향을추정하였고, Knaus와
Zwicker [11]는분산과편향분석을통해국소광자통계와무관
한커널밀도함수대역폭의축소비율을제시하였다.

최근에는 적응적 광자 매핑 방식 [5, 12, 13]들이 제시되었다.
Kaplanyan과 Dachsbacher [5]은점근적오류분석을기반으로커
널밀도함수의대역폭을조정하는매개변수의최적값을제시하

고, 국소 회귀식에 기반한 편향과 분산 분석을 통해 각 픽셀의
커널 대역폭을 조정하였다. Lin 외 [13]의 연구자들은 카이제곱
검정을통해광자의분포를파악하고커널반경을조정하는방식

을 제시하였고, Zhu 외 [12]은 딥 러닝을 통해 광자 밀도 커널을
학습하는 방식을 제시하였다. 이들 방식 모두 커널 밀도를 적응
적으로 조정하여 커널의 분산과 편향을 최적화함으로써 최종적

으로렌더링된이미지의오류를줄이는것을목표로한다.

샘플이유한한상황에서픽셀오류를추정하여매개변수에대

한 기울기를 추정하고 이를 기반으로 매개변수를 최적화할 수

있다면, 점진적 광자 매핑의 픽셀 추정치의 오류를 최소화할 수
있을것으로기대된다.이를위해본논문에서는점진적광자매
핑 알고리즘 내에서 픽셀 추정치에 대한 매개변수의 기울기를

추정하여 향후 기울기 기반 점진적 기반 최적화에 활용될 수 있

도록한다.

3 배경:점진적광자매핑

렌더링방정식에서픽셀값 I는다음과같이추정된다 [11].

Î =
1

n

n∑
j=1

1

p(xj , ω⃗j)
W (xj , ω⃗j)L̂(xj , ω⃗j) (1)

여기서 W (xj , ω⃗j)는 카메라 경로와 물체가 만나는 지점(적중
점) xj에서 ω⃗j 방향으로의 방사 휘도 L(xj , ω⃗j)의 영향력을,
p(xj , ω⃗j)는카메라경로의샘플링확률을나타낸다.

점진적 광자 매핑 방식 [4]은 수식 (1)과 같이 카메라 경로를
생성하여 적중점을 생성하는 과정을 광선 추적 단계(ray tracing
pass)로,광원으로부터광자를추적하고광자정보를저장하여방
사 휘도를 추정하는 과정을 광자 패스(photon pass)로 정의한다.
수식 (1)의 방사 휘도 L̂(xj , ω⃗j)는 점진적 광자 매핑 알고리즘의

광자패스(photon pass)를m번반복하여추정한다.

점진적광자매핑에서특정 i ∈ {1, ...,m}번째광자패스에서
의방사휘도는다음과추정되고 [10],카메라경로에대한색인 j

는생략한다.

L̂i(x, ω⃗) =
τi(x, ω⃗)

k1R2
i

(2)

여기서, τi(x, ω⃗)는적중점 x에서 i번째광자패스까지누적된

정규화된 플럭스를 뜻하고, k1과 R2
i는 각각 플럭스를 추정하는
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계산하는 방식이다. 광자 매핑 방식은 편향된 방식이지만, 샘플
수가무한할때참값으로수렴하는것을이론적으로보장할뿐만

아니라 커스틱과 같은 전역 조명 효과를 비편향 렌더링 방식보

다효율적으로렌더링할수있어컴퓨터그래픽스분야에서널리

사용되고있다.
하지만, 기존 광자 매핑 방식은 메모리의 물리적 한계로 인해

저장되는 광자의 수가 제한되어 실질적으로는 참값으로 수렴할

수없는문제가있다.이를해결하기위해점진적광자매핑(pro-
gressive photon mapping) [4]방식이제안되었고,이방식은모든
광자를 광자 맵에 저장하지 않고 일정한 수의 광자를 반복해서

추적하며누적된플럭스(flux)값을저장하여많은메모리가필요
하지않다.또한,반복마다누적된플럭스값에일정한가중치를
곱하며누적하여반복횟수가증가함에따라참값으로수렴하도

록한다.
점진적 광자 매핑 방식에서 매 반복마다 누적된 플럭스 값에

곱해지는 가중치는 반경 조절 매개변수에 의해 결정되고, 반경
조절 매개변수의 최적값은 2/3로 제시되었다 [5]. 하지만, 기존
에알려진최적값은점진적광자매핑방식으로추정된이미지의

점근적 오류를 기반으로 도출된 값으로 샘플 수가 무한으로 수

렴한다는가정하에분석된오류를기반으로한다.본논문에서는
향후 경사하강법 등 기울기 기반 최적화 기법을 통해 픽셀 오류

추정을기반으로최적의매개변수를학습하여샘플이유한할때

픽셀 오류를 최소화 할 수 있도록, 점진적 광자 매핑 알고리즘
내에서매개변수의기울기를추정하고추정된기울기가유한차

분법을통해계산된기울기와유사함을보인다.추정된기울기는
향후 연구에서 기울기 기반 점진적 광자 매핑 최적화에 활용될

수있다.

2 관련연구

광자 매핑 방식은 이미지 전역의 광자들을 저장하고 커널 밀도

추정을통해픽셀값을추론하는전역조명렌더링알고리즘으로

반사-확산-반사(specular-diffuse-specular)표면등경로추적법을
통해렌더링하기어려운물리현상을보다효율적으로시뮬레이

션할수있어이를기반으로많은연구가되어왔다.이장에서는
몬테카를로렌더링분야에서제안된다양한광자매핑방식에대

해간략하게소개한다.
점진적광자매핑방식 [4]은기존광자매핑방식 [3]의메모리

문제를해결하기위해소량의광자를반복적으로방출하여방사

휘도를 계산함으로써 메모리 문제를 해결하였다. 이 방식을 볼
륨및광범위한렌더링시나리오에적용하기위해광자빔(beam)
을사용한방식 [6]과분산광선추적법(distributed ray tracing)과
결합된 방식 [7]으로 확장되었다. 특히, 광자 매핑 방식은 광택
이 있는 표면에서 높은 분산 값을 가지는데 이를 해결하기 위해

양방향경로추적법과점진적광자매핑방식을결합한렌더링기

술 [8, 9]들이제안되었다.
점진적 광자 매핑 방식은 광자의 커널 밀도 함수 추정을 통해

픽셀값을추론하는알고리즘으로커널밀도함수의대역폭에따

라 분산과 편향을 조정할 수 있다. Hachisuka 외 [10]는 점진적
광자매핑방식에서커널의분산과편향을추정하였고, Knaus와
Zwicker [11]는분산과편향분석을통해국소광자통계와무관
한커널밀도함수대역폭의축소비율을제시하였다.

최근에는 적응적 광자 매핑 방식 [5, 12, 13]들이 제시되었다.
Kaplanyan과 Dachsbacher [5]은점근적오류분석을기반으로커
널밀도함수의대역폭을조정하는매개변수의최적값을제시하

고, 국소 회귀식에 기반한 편향과 분산 분석을 통해 각 픽셀의
커널 대역폭을 조정하였다. Lin 외 [13]의 연구자들은 카이제곱
검정을통해광자의분포를파악하고커널반경을조정하는방식

을 제시하였고, Zhu 외 [12]은 딥 러닝을 통해 광자 밀도 커널을
학습하는 방식을 제시하였다. 이들 방식 모두 커널 밀도를 적응
적으로 조정하여 커널의 분산과 편향을 최적화함으로써 최종적

으로렌더링된이미지의오류를줄이는것을목표로한다.

샘플이유한한상황에서픽셀오류를추정하여매개변수에대

한 기울기를 추정하고 이를 기반으로 매개변수를 최적화할 수

있다면, 점진적 광자 매핑의 픽셀 추정치의 오류를 최소화할 수
있을것으로기대된다.이를위해본논문에서는점진적광자매
핑 알고리즘 내에서 픽셀 추정치에 대한 매개변수의 기울기를

추정하여 향후 기울기 기반 점진적 기반 최적화에 활용될 수 있

도록한다.

3 배경:점진적광자매핑

렌더링방정식에서픽셀값 I는다음과같이추정된다 [11].

Î =
1

n

n∑
j=1

1

p(xj , ω⃗j)
W (xj , ω⃗j)L̂(xj , ω⃗j) (1)

여기서 W (xj , ω⃗j)는 카메라 경로와 물체가 만나는 지점(적중
점) xj에서 ω⃗j 방향으로의 방사 휘도 L(xj , ω⃗j)의 영향력을,
p(xj , ω⃗j)는카메라경로의샘플링확률을나타낸다.

점진적 광자 매핑 방식 [4]은 수식 (1)과 같이 카메라 경로를
생성하여 적중점을 생성하는 과정을 광선 추적 단계(ray tracing
pass)로,광원으로부터광자를추적하고광자정보를저장하여방
사 휘도를 추정하는 과정을 광자 패스(photon pass)로 정의한다.
수식 (1)의 방사 휘도 L̂(xj , ω⃗j)는 점진적 광자 매핑 알고리즘의

광자패스(photon pass)를m번반복하여추정한다.

점진적광자매핑에서특정 i ∈ {1, ...,m}번째광자패스에서
의방사휘도는다음과추정되고 [10],카메라경로에대한색인 j

는생략한다.

L̂i(x, ω⃗) =
τi(x, ω⃗)

k1R2
i

(2)

여기서, τi(x, ω⃗)는적중점 x에서 i번째광자패스까지누적된

정규화된 플럭스를 뜻하고, k1과 R2
i는 각각 플럭스를 추정하는

Table 1: List of symbols
Symbol Description

n Number of camera samples per pixel
m Number of photon passes

L̂(x, ω⃗) Estimated radiance at query point x in the outgo-
ing direction ω⃗

L̂i(x, ω⃗) Accumulated radiance at query point x in the out-
going direction ω⃗ until photon pass i

W (x, ω⃗) Contribution of radiance L̂(x, ω⃗) to pixel value
τi(x, ω⃗) Accumulated normalized flux until photon pass i
τ̂i(x, ω⃗) Normalized lux calculated using photons only

from photon pass i
τ̃i(x, ω⃗) Accumulated normalized flux after reducing ker-

nel bandwidth
Ni Total number of photons emitted from the first to

the i-th photon pass
Ne Number of photons emitted in one photon pass
K Kernel function
k1 Normalization constant of the kernel function
Ri Kernel bandwidth at photon pass i
Qi Number of photons within the kernel bandwidth

Ri

tq Normalized distance between hitpoint and photon
q

ϕq Energy of photon q
fr(x, ω⃗, ω⃗q) BRDF at hitpoint x from direction ω⃗ to direction

ω⃗q

커널밀도함수의정규화상수및 i번째패스에서의커널반경으

로정의한다.

수식 (2)에서누적된플럭스 τi(x, ω⃗)는 i−1번째광자패스까지

누적된플럭스 τ̃i−1(x, ω⃗)와 i번째광자패스에서추정된플럭스

τ̂i(x, ω⃗)를가중평균하여계산할수있다.

τi(x, ω⃗) =
Ni−1τ̃i−1(x, ω⃗) +Neτ̂i(x, ω⃗)

Ni
(3)

여기서 Ne와 Ni는 각각 현재 패스에서 방출된 광자 수 및 i

번째 광자 패스까지 방출된 총 광자 수를 의미한다. 수식 (3)의
τ̂i(x, ω⃗)는 현재 광자 패스에서 광원으로부터 방출된 광자 정보

를 광자 맵에 저장하고, 추적된 카메라 경로의 적중점 x에서의

커널함수K를통해추정된다.

τ̂i(x, ω⃗) =
1

Ne

Qi∑
q=1

K(tq)fr(x, ω⃗, ω⃗q)ϕq, (4)

여기서, fr(x, ω⃗, ω⃗q)는적중점 x에서입사방향 ω⃗q ,반사방향
ω⃗인 BRDF를의미하고, ϕp는커널반경내의광자 q의에너지를

의미한다. Qi는 커널 반경 내의 광자의 수를 의미한다. 수식 (4)
의커널함수K(tq)는매끄럽고방사형인임의의커널함수를의

미하고, 이때 tq는 적중점과 커널 반경 내의 q 번째 광자 사이의

정규화된거리를의미한다.

수식 (3)와 같이 i 번째 광자 패스에서 누적 플럭스 τi(x, ω⃗)

(a) α = 0.3 (b) α = 0.5 (c) α = 0.67 (d) α = 0.8C-BOX

B

A

Figure 1: Result of progressive photon mapping in C-BOX scene
with different kernel bandwidth reduction parameter α. Each col-
umn corresponds to an increasing α value: (a) 0.3, (b) 0.5, (c) 0.67,
and (d) 0.8. The red box, which highlights a flat area (wall), shows
that variance (noise) increases as α decreases and decreases as α
increases. The blue box, containing caustic, demonstrates that the
caustic edge becomes blurrier (biased) as α increases, while the
edge becomes clearer as α decreases. Thus, the bandwidth reduc-
tion parameter should be selected considering the pixel character-
istic to improve the rendering quality.

를 추정하기 위해서는 i − 1 번째 광자 패스에서 누적된 플럭스

τi−1(x, ω⃗)에다음과같이가중치를곱하여가중평균한다.

τ̃i−1(x, ω⃗) =
R2

i

R2
i−1

τi−1(x, ω⃗) (5)

점진적 광자 매핑의 경우 참값으로의 수렴을 위해 매 반복에

서 광자 수집 반경 R2
i을 축소하고, 축소된 광자 수집 반경 비율

(R2
i /R

2
i−1)을 수식 (5)과 같이 누적된 플럭스 τi−1(x, ω⃗)에 곱하

여 값을 보정한다. 또한, 샘플이 유한할 때 렌더링 된 이미지의
분산과편향은광자수집반경 R2

i에의해조절되고이는점진적

광자매핑방식에서중요한문제중하나이다.

Knaus와 Zwicker [11]는반경이축소될때증가하는추정오차
의분산을고려하여반경조정비율을다음과같이제시했다.

R2
i

R2
i−1

=
i− 1 + α

i
(6)

여기서 α는 반경 축소비율을 결정하는 상수로, 0부터 1 사이
의값을가지는매개변수이다.따라서,렌더링된이미지의분산
과 편향은 Figure 1과 같이 α값에 의해 조절될 수 있다. 큰 α를

선택하면반경이천천히줄어들어그림자와커스틱경계는흐릿

해지지만(편향),이미지의잡음은감소한다(Figure 1의 (d)).작은
α는 반경을 빠르게 감소시켜 그림자와 커스틱 경계를 선명하게

표현하지만,이미지잡음을증가시킨다(Figure 1의 (a)).

기존 연구 [5]에서는 이미지 전체에 대한 점근적 오차 분석을
통해매개변수 α의최적값(2/3)을제시하였다.그러나이는무한
한샘플(n)을사용할수있다는가정하에도출된값으로,샘플이
유한할때는최적값으로볼수없다 [5].

샘플이 유한한 상황에서 최적의 α값을 찾는 방법으로는 기울

기 기반 최적화 기법을 점진적 광자 매핑 알고리즘에 활용하는

것이있다.기울기기반최적화기법은픽셀오류및이를최소화
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하는 기울기 추정이 필요하다. 이를 위해 본 논문에서는 점진적
광자매핑알고리즘에서픽셀추정치에대한매개변수의기울기

를 구하고, 향후 픽셀 오류 추정을 통해 기울기 기반 최적화에
활용하여픽셀추정치의오류를효율적으로최소화할수있도록

한다.

4 온라인 점진적 광자 매핑 최적화를 위한

기울기계산

이 장에서는 기울기 기반 점진적 광자 매핑 최적화를 위한 픽셀

값에 대한 커널 반경 조절 변수 α의 미분을 구하는 방법을 소개

한다.효율적인점진적광자매핑최적화를위해서는매광자패
스마다 커널 반경 조절 변수 α에 관한 기울기 추정이 필요하다.
따라서 i번째광자패스에서의커널반경조절변수를 αi로정의

하고,목적함수의 αi에관한미분을계산한다.제안하는방법은
점진적 광자 매핑으로 추정한 픽셀값 Î를 커널 반경 조절 변수

로미분한기울기를계산하는방법으로,추정한픽셀값 Î에관한

임의의목적함수(ϵ)에적용할수있다.대표적인목적함수의예
로는 l2 손실 함수가 있으며, 목적함수 ϵ은 최적화 방법에 따라

선택할 수 있다. 이 장에서 사용되는 수식은 모두 특정 픽셀 c를

기준으로작성되었으며,편의를위해픽셀색인 c는생략하여표

기한다.

임의의 목적함수의 기울기 ∇αi
ϵ는 연쇄 법칙에 따라 다음과

같이표현할수있다.

∂ϵ

∂αi
=

∂ϵ

∂Îi

∂Îi
∂αi

(7)

여기서 목적 함수의 픽셀값에 관한 미분 ∂ϵ/∂Îi는 목적 함수에

따라 달라진다. 본 논문에서는 픽셀값에 관한 매개변수의 미분
∂Îi/∂αi를 추정하는 방법을 제안함으로써 다양한 목적 함수를

최적화에활용할수있는기반을마련하고자한다.

점진적광자매핑알고리즘에연쇄법칙을적용하면,픽셀값에
관한매개변수의미분 ∂Îi/∂αi를다음과같이나타낼수있다.

∂Îi
∂αi

=
∂Îi

∂L̂i(x, ω⃗)

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
(8)

첫번째항은추정한픽셀값을방사휘도로미분한것으로,픽
셀당하나의샘플을사용하고있기때문에방사휘도의가중치를

픽셀샘플링확률로나눈W (x, ω⃗)/p(x, ω⃗)와같다.

∂Îi

∂L̂i(x, ω⃗)
=

W (x, ω⃗)

p(x, ω⃗)
(9)

두번째항은방사휘도의 αi에관한미분으로,방사휘도계산
식(수식 (2), (3)및 (5))을이용하여방사휘도를이전광자패스까
지 누적된 플럭스 τi−1를 포함하는 항과 현재 패스의 광자 맵을

사용하여구한플럭스 τ̂i을포함하는항,총두개의항의합으로
나타낼수있다.

L̂i(x, ω⃗) =
Ni−1

Ni

τi−1(x, ω⃗)

k1R2
i−1

+
Ne

Ni

τ̂i(x, ω⃗)

k1R2
i

(10)

여기서현재패스의광자수집반경 Ri와플럭스 τ̂i는이전패스

에서갱신된 αi의영향을받는다.반면,첫번째항은 αi가갱신되

기전에계산되었으므로현재 αi와는무관하다.따라서방사휘도
L̂i(x, ω⃗)의미분에서전항은소거되어다음과같이정리된다.

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
=

∂

∂αi

Ne

Ni

τ̂i(x, ω⃗)

k1R2
i

=
Ne

Nik1

∂

∂αi

τ̂i(x, ω⃗)

R2
i

(11)

방사휘도의미분은위의수식 (11)에수식 (4)와 (6)을대입하
여다음과같이계산할수있다.

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
= −Ci

Qi∑
q=1

(
1

2
tqK

′(tq) +K(tq)

)
fr(x, ω⃗, ω⃗q)ϕq

(12)
여기서 Ci는 1/((k1R

2
iNi)(i − 1 + αi))로 정의되는 상수이다.

단, 사용되는 커널 함수는 매끄럽고 미분가능하며 K ′(1) = 0을

만족하는방사함수여야한다.

최종적으로픽셀값의기울기는수식 (8)에수식 (9),수식 (12)
를대입하여아래와같이계산할수있다.

∂Îi
∂αi

=
−CiW (x, ω⃗)

p(x, ω⃗)

Qi∑
q=1

(
1

2
tqK

′(tq) +K(tq)

)
fr(x, ω⃗, ω⃗q)ϕq

(13)
픽셀값의 기울기는 각 광자 정보의 곱 frϕp에 커널 함수로 이루

어진가중치를곱하여더한형태이므로,기존점진적광자매핑의
방사휘도계산과정에서함께계산할수있다.목적함수의기울
기는 수식 (7)에 의하여 목적 함수의 미분 ∂ϵ/∂αi와 수식 (13)를
곱하여최종적으로구할수있다.

제안한방식은점진적광자매핑에서픽셀값의기울기를효율

적으로 계산하는 방법을 제시한다. 수식 (13)에서 볼 수 있듯이,
픽셀값의기울기는각광자정보의곱에커널함수로이루어진가

중치를곱하여더한형태로표현된다.이는기존점진적광자매
핑의방사휘도계산과정에서추가비용없이계산할수있다는
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하는 기울기 추정이 필요하다. 이를 위해 본 논문에서는 점진적
광자매핑알고리즘에서픽셀추정치에대한매개변수의기울기

를 구하고, 향후 픽셀 오류 추정을 통해 기울기 기반 최적화에
활용하여픽셀추정치의오류를효율적으로최소화할수있도록

한다.

4 온라인 점진적 광자 매핑 최적화를 위한

기울기계산

이 장에서는 기울기 기반 점진적 광자 매핑 최적화를 위한 픽셀

값에 대한 커널 반경 조절 변수 α의 미분을 구하는 방법을 소개

한다.효율적인점진적광자매핑최적화를위해서는매광자패
스마다 커널 반경 조절 변수 α에 관한 기울기 추정이 필요하다.
따라서 i번째광자패스에서의커널반경조절변수를 αi로정의

하고,목적함수의 αi에관한미분을계산한다.제안하는방법은
점진적 광자 매핑으로 추정한 픽셀값 Î를 커널 반경 조절 변수

로미분한기울기를계산하는방법으로,추정한픽셀값 Î에관한

임의의목적함수(ϵ)에적용할수있다.대표적인목적함수의예
로는 l2 손실 함수가 있으며, 목적함수 ϵ은 최적화 방법에 따라

선택할 수 있다. 이 장에서 사용되는 수식은 모두 특정 픽셀 c를

기준으로작성되었으며,편의를위해픽셀색인 c는생략하여표

기한다.

임의의 목적함수의 기울기 ∇αi
ϵ는 연쇄 법칙에 따라 다음과

같이표현할수있다.

∂ϵ

∂αi
=

∂ϵ

∂Îi

∂Îi
∂αi

(7)

여기서 목적 함수의 픽셀값에 관한 미분 ∂ϵ/∂Îi는 목적 함수에

따라 달라진다. 본 논문에서는 픽셀값에 관한 매개변수의 미분
∂Îi/∂αi를 추정하는 방법을 제안함으로써 다양한 목적 함수를

최적화에활용할수있는기반을마련하고자한다.

점진적광자매핑알고리즘에연쇄법칙을적용하면,픽셀값에
관한매개변수의미분 ∂Îi/∂αi를다음과같이나타낼수있다.

∂Îi
∂αi

=
∂Îi

∂L̂i(x, ω⃗)

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
(8)

첫번째항은추정한픽셀값을방사휘도로미분한것으로,픽
셀당하나의샘플을사용하고있기때문에방사휘도의가중치를

픽셀샘플링확률로나눈W (x, ω⃗)/p(x, ω⃗)와같다.

∂Îi

∂L̂i(x, ω⃗)
=

W (x, ω⃗)

p(x, ω⃗)
(9)

두번째항은방사휘도의 αi에관한미분으로,방사휘도계산
식(수식 (2), (3)및 (5))을이용하여방사휘도를이전광자패스까
지 누적된 플럭스 τi−1를 포함하는 항과 현재 패스의 광자 맵을

사용하여구한플럭스 τ̂i을포함하는항,총두개의항의합으로
나타낼수있다.

L̂i(x, ω⃗) =
Ni−1

Ni

τi−1(x, ω⃗)

k1R2
i−1

+
Ne

Ni

τ̂i(x, ω⃗)

k1R2
i

(10)

여기서현재패스의광자수집반경 Ri와플럭스 τ̂i는이전패스

에서갱신된 αi의영향을받는다.반면,첫번째항은 αi가갱신되

기전에계산되었으므로현재 αi와는무관하다.따라서방사휘도
L̂i(x, ω⃗)의미분에서전항은소거되어다음과같이정리된다.

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
=

∂

∂αi

Ne

Ni

τ̂i(x, ω⃗)

k1R2
i

=
Ne

Nik1

∂

∂αi

τ̂i(x, ω⃗)

R2
i

(11)

방사휘도의미분은위의수식 (11)에수식 (4)와 (6)을대입하
여다음과같이계산할수있다.

∂L̂i(x, ω⃗)

∂αi
= −Ci

Qi∑
q=1

(
1

2
tqK

′(tq) +K(tq)

)
fr(x, ω⃗, ω⃗q)ϕq

(12)
여기서 Ci는 1/((k1R

2
iNi)(i − 1 + αi))로 정의되는 상수이다.

단, 사용되는 커널 함수는 매끄럽고 미분가능하며 K ′(1) = 0을

만족하는방사함수여야한다.

최종적으로픽셀값의기울기는수식 (8)에 수식 (9), 수식 (12)
를대입하여아래와같이계산할수있다.

∂Îi
∂αi

=
−CiW (x, ω⃗)

p(x, ω⃗)

Qi∑
q=1

(
1

2
tqK

′(tq) +K(tq)

)
fr(x, ω⃗, ω⃗q)ϕq

(13)
픽셀값의 기울기는 각 광자 정보의 곱 frϕp에 커널 함수로 이루

어진가중치를곱하여더한형태이므로,기존점진적광자매핑의
방사휘도계산과정에서함께계산할수있다.목적함수의기울
기는 수식 (7)에 의하여 목적 함수의 미분 ∂ϵ/∂αi와 수식 (13)를
곱하여최종적으로구할수있다.

제안한방식은점진적광자매핑에서픽셀값의기울기를효율

적으로 계산하는 방법을 제시한다. 수식 (13)에서 볼 수 있듯이,
픽셀값의기울기는각광자정보의곱에커널함수로이루어진가

중치를곱하여더한형태로표현된다.이는기존점진적광자매
핑의방사휘도계산과정에서추가비용없이계산할수있다는

장점이있다.또한,수식 (7)에따라목적함수의미분과픽셀값의
기울기를곱하여최종목적함수의기울기를구할수있다.이러
한 특징 덕분에 제안된 기울기 계산 방식은 다양한 목적 함수와

결합하여점진적광자매핑의최적화에활용될수있다.
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한 장면인 C-BOX와 복잡한 물리 현상을 포함하는 장면인 BOX,

Table 2: Comparison of the gradients, i.e., ∂Îi/∂αi in four scenes
(BOX, C-BOX, TORUS, and WATER) calculated using the finite dif-
ference method (FD) and analytic gradient (ours) to verify the cor-
rectness of our analytic gradient computation.

FD Ours Absolute error
BOX −1.9237× 10−4 −1.9248× 10−4 3.1773× 10−5

C-BOX −3.6945× 10−5 −3.6950× 10−5 1.2040× 10−7

TORUS −3.5058× 10−6 3.5050× 10−6 1.9545× 10−5

WATER −9.7976× 10−5 −9.7084× 10−5 1.6310× 10−3
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Figure 2: Visualization of estimated gradients: the absolute error
(c) between the finite difference (FD) (a) and our method (b). Our
estimated gradient closely matches the ones of the FD.

TORUS,그리고WATER장면을사용하였다.커널함수로는 Perlin
커널(K(t) = 1− 6t5 + 15t4 − 10t3) [14]을사용하였다.모든장
면은 Mitsuba [15] 렌더러를 이용하여 렌더링하였으며, Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2687W v4환경에서실험을수행하였다.

유한 차분법으로는 중앙유한차분법을 사용하였으며, 다음과
같이기울기를계산하였다.

Îi,αi+ξ − Îi,αi−ξ

2ξ
(14)

여기서 Îi,αi+ξ와 Îi,αi−ξ는 광자 패스를 i번 반복하여 구한 픽셀

값으로, Ri−1에서 Ri로반경을축소할때반경조절변수로각각

αi + ξ와 αi − ξ를 사용하여 산출한 값이다. 기울기는 한 광자
맵으로계산되기에 i = 2에서실험하였고, BOX, C-BOX, TORUS

장면에서는 ξ = 0.001을, WATER 장면에서는 ξ = 0.01을 사용

하였다.유한차분법과제안된방식의비교를위해유한차분법과
제안된방식에동일한적중점과광자맵,초기커널반경을사용
하였으며, 모든 실험에서 10만 개의 광자를 사용하였다. 비교는
점근적최적값으로알려진 α = 2/3 [5]에대해이루어졌다.

Table 2은유한차분법과제안된방식으로구한기울기를비교
한 결과를 보여준다. 제안된 방식은 모든 장면에서 유한 차분법

과 유사한 기울기 값을 산출하였으며, 낮은 절대 오차를 나타내
었다. Figure 2는 BOX 장면에서유한차분법과제안된방식으로

계산한기울기와절대오차를시각화한것이다.

논의 유한차분법과의비교를통해제안된방식의정확성을검

증하고유한차분법보다효율적으로기울기를계산할수있음을

확인하였다.유한차분법은 ξ의선택에민감하지만,제안된방식
은 추가 변수의 영향 없이 α에 관한 기울기를 계산할 수 있다는

장점이있다.또한,제안된방식은렌더링과정에서기울기를함
께계산할수있어이미지두장을렌더링해야하는유한차분법

에비해최적화과정의시간효율성이높을것으로기대된다.

향후 연구방향 제안한 기울기 계산 방식을 이용하여 α를 온라

인으로 최적화하여 점진적 광자 매핑의 성능을 향상할 수 있을

것으로기대된다.기존제안된방법은점근적오차를최소화하는
방향으로커널반경을최적화했다.이는무한한광자를사용할때
의최적값으로,한정된광자를사용하는상황에서최적값이라고
보기 어렵다. 향후 연구에서 잡음이 있는 현재 광자 패스에서의
오류추정하고본논문에서제안한기울기추정방법과결합하여

광자가유한한상황에서도최적값을찾아렌더링성능을향상하

는 것을 목표로 한다. 이를 통해 다양한 장면에서 기존 방법과
성능을비교할게획이다.예를들어,점진적광자매핑의평균제
곱오차추정값 [10]을목적함수로사용하여최적화를수행할수
있다.더나아가광자매핑과딥러닝을결합한최신연구 [12, 16]
와같이딥러닝기술과접목하여점진적광자매핑의성능을한층

더개선할수있을것으로기대된다.

6 결론

본 논문에서는 점진적 광자 매핑의 기울기 기반 최적화를 위한

새로운 기울기 계산 방법을 제안하였다. 제안된 방식은 점진적
광자매핑으로추정한픽셀값을커널반경조절변수로미분하여

기울기를계산함으로써,추정픽셀값에관한다양한목적함수최
적화에활용될수있다.또한,제안방식은렌더링과정에서추가
비용 없이 기울기를 계산할 수 있어 효율적이다. 다양한 장면에
서 유한 차분법과의 비교 실험을 통해 제안된 방식의 정확성을

검증하고, 유한 차분법보다 빠른 계산 속도를 보임을 확인하였
다.제안된방식은다양한손실함수및최적화기법과결합될수
있어 확장성이 높으며, 점진적 광자 매핑의 성능 향상에 기여할
것으로 기대된다. 향후 연구로는 제안 방식을 점진적 광자 매핑
의온라인최적화에적용하고,더나아가딥러닝기술과접목하여
점진적 광자 매핑의 성능을 한층 더 개선하는 방안을 모색해 볼

수있다.
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